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i "Axia1s;pmetrische Strömungen von Zweikomponentenmedien bei

i' kleinen Rejrnoldschen Zahlen ' '

i. von J. SziaZa
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!-'
I: Die Untersuchungen der Bewegung und des Verhaltens von Mehr-
I' phasen- und 1Rehrkomponentenmedien umfasmn zahlreiche Gebiete

fi· in Wißsenschaft und Technik. Hierzu gehöten unter anderem Pro-
! bleme der Meteorclogie, Geophysik, der Kern- und Vakuumstech-

:- nik, der Biologie, der Agrotechnik, der cherni.schen, Wärme- und
i ' Nahrungsmit telindustrie .
E
e' T;rotz dieser umfangreichen Anwendungsgebiete kann man sagen, daß'X

i V

. sich die Wissenschaft von den Piehrphasensystemen im Entwicklung3-
stadium befindet. Für die gegenwärtige Etappe der Entwicklung

; ' der L'echanik der htehrphasenmedien sind experimentelle Untersu-

chungen charakteristisch. Parallel zu den experimentellen Unter- '
b

:. suchungen wendet man sich immer stärker der Theorie der b'lehrpha-
... . senströmungen zu. Durch die Kompliziertheit der äfehrphasen- und

i' Mehrkomponentenströmungen bedingt , kann sich zur Zeit die' theo-

,;" retische Lösung von konkreten Aufgaben nur auf wesentlich ein-

s schränkende und vereinfachte ßedingungen gründen. Folglich sind
E , die Bemühungen begründet, t'todelle zu finden und mathcmatisch zu
t. beschreiben, die für pine bestimmte Klasse von Aufgaben die be-
E7 '

i " sten Remütate mit bemhränkten Anwendungsmöglichkeiten liefern.

t, Msonders geeienet für die Lösung konkreter jlMfgaben sind !,jode1-

hi . le von. Mehrphasenströmungen, bei denen alle Phasen als Kontinuum
« 'I"' betrachtet werden.

-'. In der vorliegenden Arbeit werden wir uns bei der ßeschreibung
E 0

,
K'

einer Zweikomponentenströmung an die Kontinuumshypöthese halten
k
"\ - ·

4 fjj..i !", ;: ,' und ue13, dabei »mi? das biodeil von L. D. Landeu und Ch. A. Rach-9'i,|:'li:,!:' 1 ,', }:,i'j&touiir.': [ 1? , ['2],,;3t!it:%en. l')}si863ntibergänge und Wärmeau.stausch-

,i:|!:l|i'!, !'!{!',[ :'j i';q'zie"efi.e-,wewfi,sxl' y€jrnachlt:8s$.gt. ,
. ,a!';,i l.äii:::",,'i: '!'a' Der Ve:rlt ut vieler chemiEjcher und physikalii3:h-:hemi seher Pro-

£:·!:,::if';:!2":,i:'·"' zc·6sc' i;i t irt bä:ieutendem b:aße von hydrodynamlßcnen Faktoren

?'. '" ' ' " abh"ingig. Hierzu gehören insbesondere ProZesse heterogener
1

', Umw3ndlun,7en in Flüssigkeiten und Gasen. Die !',!ehrza2nl der he-
E'i . '

E- terogenen Reaktionen, die von industrieller, Bedeutung sind,
-y

verlaufen nach der Diffusionskinetik in unmttelbarer Umge- .

'ü bung von Körperoberflächen .bzw. von eingelaj"erten Teilchen,
$"... Ö"©Y,' -. 1¶b "
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wie feste Partikel, Tröpfchen, Blasen. Bevor man aber über-

haupt an die Lösung des Diffusionsproblems herangehen kann,

muß man (iSl3 Strömungsverhalten des Iiehrkomponentenmedium in

der UmESebunß der eingelagerten Teilchen kennen. Die auftre-

tenden StrCmungsprobleme 8ind dreidimensionnl.

"Oiir untersuchen' im weiteren die laminare Strömung einef3 ZwcL-

komponentenmediums um ein iljolierteß Teilchen, wobei wh' vor-

aussetzen, daß dieses Teilchen einen Rotationskörper dar[jtellt

und die Strömung parallel zur SymmetrieacMe des Teilchens er-

folgt. Die Diffusionsprobleme werden hier Mt'lit M I: |"s](:'h1;0 t.

Wenn wir von dem von L. D. Landau und Ch. 1\. RachniatulLn ent-

wickelten Modell für ICehrkomponentenmedien [.I], I :! ] 'I"i'/:ehen,

dann haben für eine laminnre inkompremtblu ljtl,!:jl,ll|!/t die i!!evv0-

gungs- und Kontinuitäts,31eichunjgen der e Lrw:ein' l'l l':(mp|)nn)lten

die Gestalt ·

'; C! "Q: "Q) = ¥, (-'Y; "F;v'Q,) +t K,i(jÄ·)"': "X",

% + v(s:G,)=o

wobei ?i g Pi9 [j 9 bt, = ;; g Qji' g:'ri' Kjj die Gegchwindig-

keiten, Drücke, äußeren Kr'ifte, Porositäten, reduzierten und

wirklichen Dichten, Z2Migkeitskoeffizienten und WecMelwir-

kun.€skoeffizienten der einzelnen Komponenten Und.

Betrachten wir nun die inkompresUble, stationäre und axial-

symmetrische Strömung eines Zweikomponentenmediums um ein Teil-

chen bei konstanten ¢i'/ui' Kjj und ohne äußere Kräfte für

kleine Reynoldsche Zahlen, dann kann man die Triigheitsglieder

geEenüber den Reibungs- und WechgelwirkunR'3Rliedem vernach-

1Eissigen,und die Gleichungen erhalten die Gestalt

r'r;=/"'^q'"HE-q)

,Ln a = o i = ^,l
(K)
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Ausgehend von diesen Gleichuns'en werden in der vorliegenden

Arbeit Gleichungen zur Bestimmung der Stromfunktionen und For-

meln für die Geschwindigkeiten, Drücke und Widemtandskriifte

der einzelnen Komponenten und des Gemi3cheg hergeleitet.

Des weiteren werden allgemeine Lösungen der Gleichungen zur

Besjtimjnung der Stromfunktionen in Kugel- und 2ylinderkoordL-

naten angegeben. Mit Hilfe dimer LösunZen können dann kon-

krete axialsymmetrische Strömuneen von Zweikomponentenmedien

untersucht werden.

1. Die Stromfunktion

Die Einführung der Stromfunktion stellt eine universelle Me-

thode zur Beschreibun/" z\'/eidimensior.Eller StrölnunCen von in-

kompressiblen FlussiEkeiten dar. Für derartißc Str:;munrerl

läßt sich die Aurfindune der I,ösunf: der Bewegul]E.¶g].eich|lngen

auf die Bestimmung einer einzigen skalaren Funktion zurilck-

führen. Auf den allgemeinen Fall dreidimenMonalcr Strjimngen

ist diese Methode nicht anwendbar. E9 exißtieren jedoch Kim-

sen dreidimemionaler Strömungen, wo Cß ge]inet, die 1,Lhning

des Strömungcmroblews auf die Bestimmung einer 8kt:l]aren Funk-

tion zu reduzieren.

Aus prUtischen Gesichtgr)unkten ist dabei dfe L?Mjt)'ismunE von

Rotationskörpern parallel zu ihren Symmetrl ea(:}jf,|(m vün beson-

derer Bedeutung. DerartiEe Strömungen nennt rmn axi dlEjymlnotri-

sche StrömunEen. Sie lassen Uch durch die Exigtenz eintn"

Stromfunktion charakterisieren.

Wenn die z-Achse die Symümetrieachge ist und der Winkel 'P

die Drehung um die z-Achse charakterisiert, dann verstehen wir

unter einer axi'alsymmetrischen Strömung, wenn für die einzel-

nen Komponenten

%8 = O , 7,· G - Y., = O (1.1)

gilt. Demzufolge ist die Strömung in jeder beliebigen Ebene

'f = const €icichartig. ·

i

\
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Bezeichnen wir mit Q den Volumendurchmtz durch die Rotationa-

fläche S, dann ist auf Grund der Kontinuitiitmeichung die
Größe Q eindeutiE durch die Lage des Radiu:wektors R bestimmt.

iCach Definition 13J bezeichnet man als Strotnfunktion ini
Punkte R die Größe

Y = 'i'(ä)= % (1.2)

Die gleichen ÜberlegunCen lassen sich bezüglich der einzelnen

Komponenten anstellen, und wir erhalten

Y; = % """
Da sich der Durchsatz Q für das Gemisch nach der Formel

M
Q = Z d'; Q,

;W 1

.

bestimmen läßt, erhalten wir als Stromfunktion für ein b!ehr-

komponentenmedium
N

W = 7. 'C: Yi (1.4)
1-1

Aus der Definition für die Stromfunktion geht hervor, daß auf

der Symmetrieachse

W, = Y = O (1.5)

ist. '

Am dem bisher Dargelegten kann man ßchlußfolgern, daß untnr

den Voraussetzungen der Inkompressibilität, der Sy'mietrie und

gi = const für dreidimensionale h:ehrkomponenten3trümun['el|

Stromfunktionen für die einzelnen Komponenten ßOWiC für dElfj

Gemisch existieren. 2,fit Hilfe der Stromfunktion kann mttn dn.nn

alle Farameter der StrC"mung bestimmen.

b

Q
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So erhEilt man unter anderem die Geschwindi/3keiten der Kompo-

nenten, wenn man auf die Formel (1.3) zurückgreift.

Der Durchsatz der KomponenYn durch die Rotationsfläche S, die
k

durch Eotation der Kurve j!oz um die z-Achse entsteht, ist gleich

Q,= $uds = j' j"7,A.e dqldC|

S R, O

Unter 13erücksichtieung von (1.3) erhalten wir hieraus
+R

4', - a & E |utR|

QDa die Stromfunktion auf der Symmetrieachse verschwindet, ge-

langen wir zu+der EezieEung

R ci
4', = jülw, = j[·s747|Um

+ --'>Qq Rg

Setzen wir die beiden gewonnenen Ausdrücke für Yi fleich, 80

erhalten wir nach einigen Uk!CormunCen Formeln für die Geßchwin-

digkeiten der Komponenten

Q, = Z F " ä""'t :j; (i.6)
Aus (1.6) können wir leicht ?ormeln für die GegehwindiE]ceiten

in verschiedenen Koordinatemystemen herleiten.

Für den Fall allmemeiner orthogonaler Rotationskoordinaten

QI' Q2947 erhalten wir

= _ Kjq 'k' v. - Kq 41· (1.7)
,V'q. E Qi, ' "i"" E Qi.

wobei E = E (q19 q2) ist. Diese 1?ormeln können wir in underen

Koordinatensygtemen schreiben, denn es €iit

in Zylinderkoordinaten

Q3 = y
1 (1.8)h3 = F
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in Kugelkoordineten

QI = " Q2 = t3
1hj = 1 h2 = F

E = r sin0

Q3 = f

1 (1.9)h3 = r ünC

Wir befassen uns nun mit der Eerleitung der GleichunEen zur

Bestimmung der Stromfunktion. Dazu werden wir zunticMt einige
Hilfsoperationen durchführen. Wir bilden rot ?i , wobei wir dttr

Einfachheit halber Zylinderkoordinaten verwenden. \K1 r erhalten

""q= ¢(zi" 'A:")
0

und unter Berücksichti/tunC von (1.7) und (1.8) ißt

·Q":l = '4ä CQ9) "%7 ('R:' )]
°d"" ,d G = E E'y;

.
(1.1C)

wobei E2 rol€enden Operator damtellt:

E' = Yaa) +Zij-,- = a - i?: . (1.11)

fV

Wenn wir auf (1.10) noch zweimal die Operation -rot anwenden,

dann gelangen wir zu dem Ausdruck

rot ratrct a = - ¢ 1"6 (: k) " Qi] E'y

oder
.^·Y"ot tot r'tq. = - i; e'(e"4';) = -¢7 e"0, (1.12)

In Kugelkoordinaten hat der Operator E2 die Get3talt

, 2 c"? L A _),Z Q L
= = ;i7 " "7"""q ,L , K = Co!, e (1.13)

und in alleemeinen Rotationskoordinaten

"'="q'·%(tf:4)"*.(: Z?,.) ".'4'



/

7 ~
P

Nach diesen Betrachtungen können wir nun 81jt3 (K) die CIM-
. 0

chungen zur Bestimmung der Stromfunktion heMeiten. '

Wie äU3 Ge) zu ersehen ist, dind die BeweCunE8,'ileichunEon für

die beiden Komponenten über die Weehselwir)[unEgglieder mitein-

ander gekoppelt. Y/ir kCnnen die beiden Gleichungen entkopoeln,

indem wir diese jeweils miteinander addieren und voneLnumder

subtrahieren. Danach erhalten wir

' A-r"dr=Lja , divi7,-o
µ" (1.15)

:, d'°4°"= ijä - ÜZ , ct'v<7, - O
wobei

*- "*p = ?R.Pm " *zj'b 1 r = r r'"" F'"

a,= UZ " "zf% , [7l " Z -q

1^"= S: , K'- K.+ K, , K; =is,-,
(i.i6)

sind.

Unter Berücksichtigung der Kontinuität8gleichuneen können wir

die Bewegungsglei.chungen aus (i.i5) wie folgt schreiben:

-L Z"Q't p + "atrotQ = O
µ1 (1.17)

;, ¶·'ctp" + rot v"otq " uz = o .

Wenden wir auf diese Gleichungen die Operation rot an, dann

erhalten wir

rot Yot reit a = O '

' Yjtrotrot aZ" Ücta = 'o
Unter BerückUchtigung von (1.10), (1.12) und (1.16) erhalten

wir hieraus Cleichuneen zur Be3timmung der Stromfunktion, n'im-

lich E"?C, " O

(1.18)
E'(E"XJ - jj' kj = O

wobei «
· x-^ = te.v. " Xl f" Yl

, X, = '¥, _ 4,

(1.19)

8ind. Bestimmt man nun aus (1.18) die Funktionen xj·, dann 1atwen

0
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sich die Stromfunktionen Yi aus (i.i9) durch einfache alge-

brai8che Umformungen finden, nämlich

Xm " 'eLr" Y2

0 4t = x, " mj'"

X:,, — bC, %, (1.20)
Y'" = :JC, 4- '<2 1""

Die Stromfunktion für das Zweikomponentenmedium hat unter
Berücksichtigung von (1.4) und(1.20) die Gestalt

Y = a,,"f, X, /,1" [Xm " XaXz (I""- 4) X,] (1.21)

Wir sehen also, da3 bei der Untersuchung von axialsyn'metri-

schen Strömungen von Zweikomponentenmedien sich die L&mng

des Problems auf die Bestim!nun€ der Funktionen Xj aus den
Gleichungen (1.18) zurückführen läßt, mit deren Hilfe uich

dann die Stromf'unktionen und damit auch die StrömungEjparall|et0r

finden lamen.

' 2. RandbedinEunEen für die Stromfunktion '

Zur Untersuchung konkreter axialsymmetrischer Strömun'pprobleme

von Zweikomponenter.medien benötigen wir neben den Gleichungen
(1.18) zur Bestimmung von Xj noch Randbedingungen für die Strom-

funktion der Komponenten. Dabei ist es zwecknmik, bei der Bq-

schre.ibung von Strömungen um Rotationskörper Koor(iinatellltjystem(¶

zu verwenden, die fiir die gegebene Körperoberfläche chamkte-
ristisch sind. Wir bezeichnen mit ?1 den normalen und mit ?

den tangentialen Einheitsvektor in einem Punkt der Körperober-
fläche, so daß das System von Einheitsvektoren G, Zg Iy) vor-

liegt. . '

I

+
Z A n

"='"'"""'2(/

, k%
.. ,

4

:'"\ +
""a \4S

Abb. 2

—- --
E
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Im weiteren werden wir ein System lokaler orthogoneler krumm-

liniger Koordinaten verwenden, für das wir folgende Grö3en

einführen:

q1 = n
^ ~ij = n

hj = 1

Dann ist

Q3 = 'P

~ ^i3 = if (2.1)
1h3 = E

V = 'i2', - M4 " ¢·i*
und gemäß (i.7)

V;.= -tzt" ) "'· = Ü= ('.2)

0

a) "rfoi€t nun die ßewegung einea P.otationsNörpers in e lnem

unendlich ausgedehnten Zweikomponentenmedium mit kon:]tanter
Geschwindigkeit Ü = jU, dann haben wir für feste Körper

die Haftbedingungen

(f, - 'Ü) . a = O

+ , (2. 3)(Vj - Ü) . Z = O

Setzen wir (2.1) in (2.2) ein, beruckßichtieen dabei, daß

M.t.=2-9- , '·a- -Z-:-
.,nd und integrieren die erste GleichunC" in (2.2) iiber d La

Oberfläche des Körpers, dann erhalten wir die Randbed"Lngun-

gen ('Y: "jy"u) s = o
(2.4)*(4',+Fc'u) s=O

'Nenn das Zweikomponentenmedium unendlich ausgedehnt J i'it und

sieh im Unendlichen in Ruhe befindet, dann gilt

W' -> O 4kr Y — ~ (2.5)
r Z

b) Der Rotationskörper befinde Uch in Ruhe und werde vori

einem Zweikomponentenmedium umströmt, dessen Komponenten
~ ~im Unendlichen die Geschwindigkeiten Uj = " izui besitzen.
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Für feste Körper gelten auf der Oberfläche die Haftbedin-

gungen, und wir erhalten aus (2.2)

'Y; i, = O

2,:'-i,= O "·"
In weiter Entfernun,q vom Körper ist die StrSmung hociogen,

+und es gilt 7i = Uj· Demzufolge ist

Vj ?

Hieraus erhalten wir die Bedingung ftirYj im Unendlichen,

nämlich

'1( " Z e'. ü; 4'l ' ~ = (2.7)

3. Formeln fi.ir die Geschwindiqkeiten und Drücke

In Punkt 1 wurde festgestellt, daß zur Bestimmüii€ der Strö-
mungsparameter es ausreicht, die Funktionen Xj zu finden.

Hat man also die ;iCj aus den Gleicb.ungen (1.18) bestimmt, dann

erhält man ohne große Schwierigkeiten Formeln für die Ge-

schwindigkeiten und Drücke der einzelnen Komponenten und für

dag Gemisch.

a) Setzen wir (1.20) in (1.7) ein, so erhalten wir für die

Geschwindi€keiten der Komponenten die Ausdrücke

"q. = " &, :,,,F ' 4?"4, (Xu "c';k.)

"4·= ZC; »C, F +ä (Xm ""I k,) ('")

wobei

a, = <2 r" , m = " dc,
sind.

Da sich die Geschwindigkeiten des Zweikomponentenmedium

nach der Formel

\/% = a?q V^¶, + aSe Vz q, (3.2)
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bestimmen 1e1se3ct1, erhalten wir aus (3.1)

Vq, = - ,,1, ,,E' 4yq, [kl " "4r*-^))c,]

V¶b = X; X,r" t" Qtj, [X, " "m'k(/"""1) L, ] (3· 3)

b) Bei der Bestimmung der Drücke greifen wir auf die Glei-

chungen (i.17) zurück. Setzen wir in (1.17) die Ausdrücke

(i.7) und (1.10) ein und berücksichtigen dabei (1.16) und '

(1.19) , ßO gelangen wir zu den Beziehuneen
H

Z, ¶"°'Lp " '2" X ä'Qjt (E"X^)

% :1'"'i 1°"= Z k ij"'L [E'X. - fxz]

Hieraus erQbt sich

G'?. " " /'"t" h;}ql (" "^)
":;_, = /:"" 4': 2i: ("x^) ,,.,,

Z'; " - Fq" ±:2i. ("""·- x'"·)
?tc = L±l A- Q ( E'X· " ÜY· )
"""cjjz " A, n)%

Die Drücke p und p"iassen 8ich durch einfache Integration

aus (3.4) bestimmen. Sind F und p" bekämt, dann findet man

die Partialdrücke der Komponenten aus den BeziehurWen (1.i6) ,

nämlich
r = F' " 'L· 1°"
' 2C¶ " Kt r"

F', = /u"F - ¥t, p« ( 3· 5 )
*1 " &l r *

Die Formeln (3.1),. (3. 3) und (3.4) kann man in Zylinder-

und Kugelkoordinaten schreiben, wenn man auf die Bez'iehungmi
(1.8)' und (1.9) zurückgreift.
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4. Der Körperwiderstand

Wir werden die auf die Körperoberfläche wirkenden Syinnun-

gen in den im Punkt 2 betrachteten krummlinigen Koord Lnaten

ausdrücken. Der Vektor der Spannungen der einzelnen Kompo-

nenten, die auf ein Oberflächenelement (ieg Körpem m.lt der
äußeren Normalen R wirken, hat die Geßtalt

tZ = m (- pi " "rfÄZ=) " gr' G":" ""::" )
Der erste Summand in dieser GleichunE sind die Norjna:lßpan-
nunRen,währenä dem der zweite Summand die Tani;ent.Lalf1l)al)nlln-

+gen darstellt. Den Spannungsvektor Pin kann man auch in der

Form

a. = -M jo; " 2p; (:%" " ?*) " ?r' (kgi-'- -i?,;'" )('·"

schreiben. Da

+ T Q\/,'s ""a v;,,rct v; = Lq (,Qn
" ·1) E.

)

fä""f v;, = A ^;vjvi + 7 Z)V:'"

sind, erhalten wir aus (4.1) unter Berücksichtigung von

(1.10) und (2.2)

'ij= -=r;- 2r:v(tZ:")"sr;'t""' (4.2)

Auf Grund der Symmetrie der Strömung 3ind die Kräfte, die

von seiten der Komponenten auf den K3rper wirken, parallel

zur Symmetrieachse gerichtet, und in positiver Richtung

der Z-Achse erhalten wir

e,= !ii,0:ds = }P,,ds (4.3)

Aus (4.2) ergibt sich unter Berücksichtigung von

A·:. 4! , %· '7 =2, ', S·:f - -Z-
nach eini,<en Umformungen foleender Ausdrück für Pinz

q, = iin'q = - jL, (-2 ("P') _ ":':e"] _

-'r' :q's (°X' ) - r' üt ""K
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Setzen wir den gewonnenen Ausdruck für Pinz in (4.3) ein,

gelangen wir zu der Beziehung

fi,= )(R.,·27rEd' = -" ja('"r;)d' "" .('"2c' jts - .

_ '"F' ßs (::')d' "'Y' R: f'Yi d" ""'
Die Integration in (4.4) erfolgt über die Schnittfliiche, die
durch den Schnitt der 'f-F1Eiche mit dem Körper entRt(!lli, wo-

bei als Integrationsmrenzen der obere und der untere I"unkt,

in denen die Körperoberfläche die Sy=netrieach3e ßchnei(iet,

genommen werden. Da in diesen Punkten E = O ist, verw:hwin-

den in (4.4) das erste und das dritte Integral. Dcmzufblge

haben wir die Beziehung

F,-E,=7TjL"*d' -2y; $:: E"y, ds (4.'5)

Unter Berücksichtigung von (3. 5), (3.4) und (1.20) E<'jten

die Formeln

*=1eg["y; "7:q'xj '-1'

wobei
'I , = - 'R' 1"" . , Ü , = X·

'e1 ""·1" "' " "'F -'i;*sind. Setzen wir diese AuMrticke in (4.5) ein, e3o erlmlten

wir für die durch die Komponenten hervorgerufenen Körper-

widerstä"nde die Formeln

e = "r' jl"Zn ( ','Y') " Z"; r'äZ'j d" (,.6)
Das Zweikomponentenmedium erzeugt den Körperwiderstand

F = 'tjFj + 22F29 80 daß wir unter Berücksichtigung von (4.1)

und (i.i9)

F = T7^a i e-'Z( E:,Lq ) cil s
(4.7)

erhalten.

Die in den Punkten 3 und 4 gewonnenen Formeln für die Ge-

schwindigkeiten, Drücke und den Körperwidemtand der einzel-

nen Komponenten und des Gemisches gelten für axialsymmetrische
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StrömunCen von Zweikomponentenmedien.
Setzen wir in diesen Ausdrücken ec, = S,. , g,"" %" I 1^' 0 " ,pa )

s,:j gelangen wir zu den bekannten Formeln für axialsj:/n'nle-
frische Strömun,"en eines homogenen lu!ediu]r,3.

P

5. Allf"emeine I,ösunf" der Cleichunken (1.113) in Xuj"e1koordinaten

Zur 3estimr.un,g der Stromfunktionen für die Kow.ponenten und

das Gemi3ch nach (1.20) und (1.21) miigsen wir die Gleichun-

gen (1.18) lösen. Diese haben die Gestalt

E'\X:, = O

E"[e"x:z _ X' m = O
(5.1)

wobei gemäß (1.13) der Operator E2 in KuEelkoordinaten die

Form

e'=Z: " '=: / X = cm e (5.2) .

hat, Die erste Gleichung aus (5.1) bt von J. Happel und

E. Brenner in [3] ausführlich untersucht worden. Verwenden

wir die dort erzielten Ergebnisse, so können wir die allge-

meine Lösung sofort himchreiben, nZmlich

1L, = E Lanr"+ bnr"""'+C,r"""+d,r""°'] ui (K) +
(5. 3)

q

+E[a:r""b:'"""+C:r"""+d:r"""]M:'(")

n=L

wobei L: (") ) M: (x) - Hepenbauersche l"unktionen Cl"S t€ r und

zweiter Art vom n-ten Grade und Y-ter Grdnung t::ind L4]. Die

in (5.3) auftretenden Koeffizienten werden mit Hilfe der Rand-

bedingungen bestimmt.

Befassen wir um nun mit der Lösung der zweiten Gleichung auEj

(5.1). Es gilt

UE'k, - X'Xl] = O (5.4)

Die Lösung dieser Gleichung suchen wir in der Gestalt

xü; = X:') J- H") (5.5)
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wobei E"x:^)-i'x!" = O

E'X;"- d"x:"' = V'J

gilt und 'N = \'/(r,E1) der GleichunE

(5.6)

E " \,J = O (5.7)

genügt.

\'iir untersuchen zun"chst die erste Gleichung aus (5.6).

E"'X:^) — j'X;"= O
(5.8)

Die Lösung dieser homogenen Gleichun," suchen wir in der Form

Li') = R(yjZ(x) (5.9)

Setzen wir (5.9) in (5.8) ein und berücksichtiRen dtibe.L (s.:'j,

so erhalten wir nach der Varidblentrennung folgende Gleictiun-

gen zur Bestimmung von R(r) und Z(x)

'" R" _ [K""' " n(""^ )] R = O
(5.1O)

('-x')Z"+n(n-')Z=O

Nach E. Kamke L 5] läßt sich

aus ('5. IQ)' in modifizierten

Lösung der zweiten Gleichung
schen Funktionen darstellen.

R('J = ethjTIrl-Z (IS")

die Lösung der ersten Gleichung

Besselfunktionen finden, die

kann rnan wiederum in HeF:enbauer-

Somit erhalten wir

" pv,gl,.z (v)
1

z(") =d: c; ("\ + p: m:ä(x)

Setzen wir diese Ausdrücke in (5.9) ein, erhalten wir für
H') die Lösung

,
CkjE')= Z: [A,(7I,~±(K") " CLRI ,(Kt)] C:,(")

(5.1i)
~n=o " ""'" m (X)

Nach J. iiappel, H. Brenner [3] ergibt sich für die Ltkning

der Gleichung (5.7)
\'j(",') = E Lc, r" + Dh ,"""'] :";:(:,))

(5.i:')
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Aus der Struktur

ersehen, daß wir

chung aus (5.6)

(Z)

mXl

der Beziehungen (5.11) und (5.12) ifit zu

die partikuläre Lötmng der inhcmogenen (;]hl -

in der Gestalt
Ü st (r) L";i (")

£ " M:Q(k) (5.13)

suchen können. Setzen wir (5.13) in (5.6) ein und berück-

sichtigen dabei, daß die Hegenbauemchen Punktionen der zwel··

ten GleichunR eluej (5.1O) genügen, 60 erhalten wir zur Bestiin-
murig von CL(")die Gleichung

€°ji; _ [X'r" +n(n"°1)]nn = C, r""z+ D, r""u
(5.14)

Wie aus (5.10) zu ersehen ißt, läßt sich die allgemeine Lö-

sung der homogenen Gleichung von (5.i4) in den modifizierten
Besselfunktionen 'G I»-j (k' ) und vCI-nq (V) darstellen.

Wir bestimmen nun die partikuläre Lösung der inhomogenen

Gleichung (5.14) nach dem Verfahren der Variation der Kon-
stanten. wir suchen äißO Q,(") in der Gestalt

n, (") = Ci,, (") G I,^-z ( I ") (5.15)

wobei EL (") vorläufig noch als

ange8ehen werden. Die Gleichung
erhalten wir, indem wir (5.15)
rücksichtigen, daß FIn.t (K')

(5.1o) genügt.
E9 gilt [3omit

unbekannte Punktionen von r

zur BegtimmunR von €1,Jr)

in (5.14) einsetzen und be-

der ersten Gleichung au8

Gl,nq d' " 2(j71h-1)'(3: = C,r"t Ar"""'

Nach Inteqrati on diemr Gleichung finden wir

O; = ,b.1 jcn \ r""1 I, Z d' + TJ, ] r"""Z in.Z d"]

Die in diesem Ausdruck auftretenden Integrale lassen sich
berechnen 17J, und wir erhalten ßchließlich

13j') = " X!In,11 [Cn r""Z + D,r"""t]
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Setzen wir die gefundenen ft (v)

wir gemäß (5.13) die partikuläre
Do

F"=- q E [Cn'""Dn"

in (5.15) ein, 80 erhalten

Lösung
~ ,,] J(X)

" ' (5.i6)
M:z(?n)

Unter BerücksichtiEung von .(5.1i) und (5.16) liefert ui18

(5.5) die allgemeine Lösung der Gleichung (5.4), Mmlich

X,, =E{F[Anln-i(,r"]"ßHI-h*ä(b')] ä[(:nr"+O,,r"""']}|",i(.>)+

">,

, ,
(5. 1'/)

+ Fl/7[Ahln-t6") " B:l+nA (d')]- :, [c:'""!):'"""g M:'(")

wobei hier die zweite Summe genauso wie in (5.3) mit n = 2

beginnt, da die Beziehungen
1 A

" G(j = 4 C:(") = - K
M:Z(y) = - X M:±(k) = - 4 (5.i8)

P

berücksichtigt wurden.
Die Funktionen Xj undX2 aus (5.3) und (5.17) stellen die

allgemeine Lösung der Gleichungen (5.1) in Kugelkoordinaten

dar. F'ilr konkrete axialsymmetrische Strijmung3probleme müs-

sen noch die in (5.3) und (5.17) auftretenden Koeffizienten

mit Hilfe der Randbedingungen bestimmt werden.

Aus der Struktur der Hegenbauerschen 1·"unkticnen zweiter Art
M:ä ( y. ) kann man ersehen [4J , daß diese r':r x = ±1 eine

SingularitSt besitzen.

Ist aber das Strömungsproblem mit einer derartiqen :;Ln/"'u]lnri-

tat nicht behMtet, dann sind die in (5.3) und (5.i7) mit

Strich versehenen Konstanten für alle n gleich l¶u11 zu set::en.

Weiterhin läßt sich unter Berück3ichtigung von (3.i) , (3. 3),

(5.3), (5.i7) und (5.18) zeigen, da!3 in Kugelkoordinaten für

n = O und n = 1 die Tangentialge2chwindigkeiten für ()= O un-

endlich große Werte annehmen. I!ier?.ug folgt, daß sich die

Funktionen Y1 un'iYY 2 für unterschiedliche StremunKBt)rol)lemo

in Kugelkoordinaten in der Gestalt
DD 1

%4 = Z [aj" + bnr"""'+Cnr"'"4 ,1,r"""] L: (,C)

VI = L (5.1n)

K = Z{G[AnTn-i(Ö")"ßnl-n.!(X')]-q LCn'""m"""]\ äj
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darstellen lassen.
.Aus den Randbedingungen (2.4) und (2.7) ist zu emehen, daß

für die axialsymmetrische Strömung um ein k1jlgelförmigeß Teil-

chen n = 2 ist.

In diesem Falle ist
ci (K) = -7-(°1—>c")

und unter Verwendung der Formeln [6]

t"""4,,t (tj " 2",//Tdt,:)k (^N ·

t"""t I~,,i 1€) = 2"JT:itt:iK ( "tk t )

können wir (5.19) in der Gestalt

X, = a (°1-)'")[ a, r"+ b, r"'+ C, r"+ d,']

Lz = 1 (^_"') iAL(b-e)er+ 13, (ä'i!)e"öz Q [c,Y^·!l·,"']](5.20)

schreiben.

6. AnReheine I,ösunj" der G1eichun,mn Ü.18) in Zylinder-

koordinaten

Ylir gehen wieder von den Gleichunzen (1.18) aus und unter-

suchen ihre Lösungen in Zylinderkoordinaten. Es gelten die

CIe ichungen

E"X^ = O
(6.1)

e"Le')c, - b"LL.] = O
wobei gemäß (1.11)

E" = 2i",- - CQi "2ä: (6.2)
ist.

a) ßetrachten wir zunächst die erste Gleichung aus (6.1)

E"X, = O (6J3)
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Die Lösung dieser Gleichung suchen wir in der Form

Xu = %:" ' X:' (6.4)

wobei
E"X:^' = O

E' :L:') = W, (6. 5)

sind und V/j = \Vj(r,Z) der Gleichung

E"\/'j^ = O (6.6)

genügt. \'1ir untersuchen erst die homogene Gleichung aus

(6.5). ?,'2it dem Ansatz

X:")= R,(")(A^ CA^XZ + ß,tjt'nXZ) (6.7)

erhalten wir für Rj (r) die Differentialgleichung

r R:' - R: - X'C R, = O (6.8)

Diese Gleichung hat nach E. Kamke 15J die Lösung

R,(') = C, r I, (kt) + F), r K, (k') (6.9) "

wobei I, (xr) und K,(Xr) modifizierte Besselfunktionen erster
und zweiter Art vom ersten Grade sind.

Unter Berücksichtigung von (6.9) finden wir aus (6.7)

X:') = r { [ C,I,(kv) " I), K,(m] (A, cqs)jz + B,$l'nAu)j
(6.1C.)

Die Struktur der Lösung der Gleichung (6.6) if3t die /:'|eiche
wie ¥{") , aber mit anderen Koeffizienten, etwa

W, = r { [Cq T,(6') +-d, Ka(>")] (A,cojxz+ B,S;n»2) I (6.1i)

Die partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung aus (6.5)

E " X;' = kl, (6.12)

suchen wir in der Gestalt
Kl') = S1,(") ( A, cusxz + 13, $i'v1 kz ) (6.13)

Da sich die allgemeine Lösung der Gleichtung (6.8) nach '(6.9)
aus zwei linear unabhängigen !)artikuleren Lösungen r I, (Xr )
und r K, ( xr] zusammensetzt, werden v.'i r im weiteren unsere
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Untersuchungen mit T, 6") fortführen. AnaloCe LrgebnisEjf? erhäl t

man auch bezüglich Kr,(>V) . Wenn wir also (€A13) in (6J2) ein-
setzen, so erhalten wir für S2,(") die Differentialgleichung

rSZ," - SZ; - X'r ~Q, = C, r"l,(x')
(6.14)

Da die homogene @eichung (6.8) die Lösung r I, (kr) ber4tzt,

suchen wir die partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung

(6jl4) nach dem Verfahren der Variation der Komtanten in der

Gestalt

SL (") = Q,(") r I, (xr) (6.iS)

Setzen wir diesen Ausdruck in (6.14) ein, so 1zißt sLch Ql')

aus der Gleichung
rl1 d' +- µ (r i,)' _ r, ] q' = c, r i,,

bestimmen. Nach Integration gelaneen wir zu der Beziehung [ 7J

Q = rci: j r" I," dr = ii; [I: - I, IJ

Unter Yerwendunq der rekursiven Formeln [ 6]

TJ>r) = Q [I,/(>r) 4- : T,(>r)j

(6.16)
L, (k") = + [I:(b') _ a T,(>r)]

erhalten wir dann nach einigen Rechenoperationen

a' = sä" ( ',S )'

woraus unmittelbar

(3 (r ) = Cq , r I:(ky")
" Z X' I, (>")

folgt. Setzen wir den gewonnenen Ausdruck für 0,(r) in (6.i5)

ein, gelangen riir zu der Formel

sz, (") = Zi (Z)"i: ("") (6.17)

Da wir die fiir I, (Xv) angestellten tiberle€unMen ebenfalls auf

K, (xr) anwenden können, erhalten wir für "X,(") gem'iß (6.13)

unter Berücksichtigung von (6.17)

X;= t(t)'{lc,l:(k') +-d,k:M](A,coskz + ß,Sm'h)O!) i

(6.18)
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Unter Berüc!csiehtiEung von (6.iC) und (6.i8) können wir

nun die allgemeine Lösung (6.4) der Gleichung (6. 3) auf-

schreiben, nämlich

X', = { r [C,I,(>") + D, K^ MI +
(6.1fj)

4. 1 (F)z [C, 1,'(>r) + d, K: (k")]] (a, cnXZ " asovlk2)

b) \Vir suche:i jetzt die allgemeine Lösung der zweiten Gleichung

aus (6.1)

E"[e"x, - r)c,] = O (6.2C')

in der Form

X, = X;"' + 7C:") (6.21)

wobei

E,"k:"' — ;y" E,"' = O

E" F') — d" X;" " \ni,
(6.22)

sind und W2 = \'/2(r,z) der Gleichung

E"W, = O " (6.23)

genügt. Zur Lösung der homogenen Gleichune aus (G. 22) ma-

chen wir den Ansatz

G') = R, (") (A, ccmxz + B, s:nm (6.2'| ) "

der für R2(r) die Differentialgleichung

r R:' - R: - m"r Rz = O

liefert, wobei

Yh" = 6" + E

(6.25)

(6.26)

ist. Analog zu (6.8) hat die Lösung der Gleichung (6.25)

die p1cicitc Stru'"tur wie ('49), und wir ::i'!]:!en !"r'n !1
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(6. 24) sofort '

X,:") = r L C, I, (mj " J)z Km (m" )] (Az CAg:jX2 " E), mx? ) (G.27)

0

schreiben.

Die Lösung der Gleichung (6.23) finden wir genauso wie in

Punkt a), so daß sich W2 in der Form

\/'Jz = r [ C, I, (h") + d, K,(kr)] (A, CoSX2 + Ei, SJ1 )b2 ) (6.28)

darstellen li-i!3t. Die weitereii Untersuchuw;en füh'r(!n wir
wieder beziiQich der Besselfunktionen I, durch.

Die partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung aus (6. 22)

F

E'X;"' - d' X;"' = W,

suchen wir in der Gegtalt

E") = SL(y-)(A, COSXZ + F', SJnX2)

. " (6.29)

Zur Bestimmung von S2, (y") erhalten wir dann die Di t'f'erentia1-

gleichring

r. SL:' — Sz; — m"t Cl, = c& r"1, (X")

Wenn wir wieder auf des Verfahren der Veriation der Konstanten

zurückgreifen und für SZ, den Ansatz

SZ, (' ) = Q, (") " I, (" " ) (6. 30)

machen, SOI'!!3t sich Q (') aus der Gleichung

r I,(vhr) (3:' +- [Z (rl,(mr))/— I, (m;)] C; = Cz r I, (Xv )

N

bestimmen. Die Integration dieser Beziehung liefert ung [7]

€): = r ::"(m,) j r I,(>r) L (mr ) dv =

=
C2

,
4 , { X Iq (Vn")1,(XV) — xn I,(mr)l,(m]

T,2 (m r j X z — m
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Unter Berücksichtigung der Formeln (6.16) ergibt sich hl ernuo

(3: = ;:, L :: |Zvr)) ] I

wor'äü8

Qz = — _£l_ :ra (Kt)

K Z T, (mr)

folgt. Setzen wir den gewonnenen Ausdruck für 92 in (6Aü) ein,

so erhalten wir aus (6.29)

E,")=- :, fc, 1,(>') +d, K,(>')] ( l\,>äkz " 13, S~k2) (6. 31)

Die Formel (6.27) liefert zusarjT!en mit (6. 31) die a]lEemeine

Lösung (6.2i) der Gleichung (6.20), nämlich
I

X'i = { r L C, 1,("n") + I), K,('m")] _
(g. 32)

— ;, [C, T,(>') + dz K^(>")] } (A,Ce3XZ +8, S.'hkZ)

wobe i lrn2 = Ö" + hz iSt.

Die nach (6.19) und (6J32) erhaltenen 7'orneln für )C, und Xz

stellen die allkemeine Li.5sung der Gleichunt{en (1.18) ln Zylin-

derkoordinaten dar. Bei der Behandlung konkreter Strölnljnl::g-
,orobleme haben wir eg mit Randwertaufgaben zu tun, die in un- '

serem Falle zu Eigenwertproblemen zur i3estimimng der El ren-

werte >6 und der dazugehCrigen Eigenfunktionen führen, l'.leze
F

Probleme müssen für jede konkrete AufEabe gesondert betrach-
, P

tet werden.

V"
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