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Die Untersuchuncgen der Bewegung und des Verhaltens von Mehr.-
nhasen- und lehrkomponentenmedisn umfassen zahlreiche Gebiete
in Wissenschaft und Technik. Hierzu gehdren unter anderem Pro-
bleme der Weteorclogie, Geophysik, der Xern- und Vakuumstech-
nik, der Biologie, der Agrotechnik, der chemischen, Widrme- und

bd

lahrungsmittelindustrie.
Trotz dieser umfangreichen Anwendungsgebiete kann man sagen, dal

™

sich die Wissenachaflt von den Nehrphasensystemen im Entwicklungs-
stadium befindet. Fiir die gegenwirtige Etappe der Entwicklung

der lechanik der Nehrphasenmedien sind experimentelle Untersu-
chunren cnarakteristische. Parallel zu den experimentellen Unter--

xuchun;én wendet man sich ismer stirker der Theorie der liehrpha-
senstrdmungen zu. Durch die Kompliziertheit der liehrphasen- und
lehrkomponentengtromungen bedingt, kann sich zur Zeit die theo-
tische LOsung von konkreten Aufgaben nur auf wesentlich ein-
schriinkende und vereinfachte Zedingungen griinden. Folglich sind
die Benlihungen begriindet, lNodelle zu finden und mathematisch zu

-

beschraiben, die fiir eine bestimmte Klasse von Aufgaben die be-

o3

sten ”vsultate nit beschrinkten Anwendungsmidglichkeiten liefern.
Begondera geeipnet filr die LUsung konkreter Aufgaben sind liodel-
e von lehrphasengtrimungen, bel denen alle Thasen als Kontinuum

trachtet werden.

ot
®

n der vorliegenden Arbeit werden wir uns bei der Beschreibung
v . . *r . >
iner Zweikomponentenstrdmung an die Kontinuumshypothese halten

O

Fag

und uns dsbei auf das Modell von L. D. Landeu und Ch. A. Rache-
metuliv [13, (2] stiitzen. Phasaeniiberginge und Wirmeaustausch-
prﬂnﬁuae werdan vernachléiesigt. \
Der Verlaouf wvieler chenischer und physikalisch-chemischer Pro-
zeese 1t In bajeutendem lafie von hydrodynamischen Fakioren
abhngig. Hlierzu gehSren insbesondere Drqze se heterogener
Umwondlunsen in Fliissigkeiten und Gasen. Dle llehrzanl der he-
erogenen Reaktionen, die von industr eLle* Bedeutung sind,

cr

rerlaufen nach der Diffusionskinetik in unmittelbarer Umge-
dung von Korperoberflichen bzw. von eingelagerten Teilchen,
: H

|
|




wie feste Partikel, Tripfchen, EBlasen. Bevor man aber ilber-
haunt an die Losung des Diffusionsproblems herangehen kann,
muB3 man das Strimungsverhalten des lehrkomponentenmediuma in
der Umgebung der einrelagerten Teilchen kennen. Die auftre-
tenden Strémungsprobleme sind dreidimensional,

Wir untersuchen im weiteren die laminare Strimung elines Zwel-
komponentenmediums um ein icoliertes Teilchen, wobei wlr vor-
augsetzen, dal dieses Teilchen einen Hotationskdrper darstellt
und die Strimung parallel zur Symmetrieachse des Telilchens er-

folgt. Die Diffusionsprobleme werden hier ul:ht bebtrachtet,
Wenn wir von dem von L. D. Landau und Ch. A, NMachmatulin ente
wickelten Modell fiir Mehrkomponentenmedien [1], | 7] «nieehen,
dann haben fiir eine laminare inkompreagsible UbLilowong die lewas
gungs- und Xontinuitdtsgleichunpgen der elnveincn Homponenten

die Gestalt

(28 +790) = s [opi e i) %K (7-7)+ 5 X,

(98, =
e (sV) =0
wobei'?i pi,1§} &. = g. ’ 81, gi’/‘i’ IWi die Geschwindipg-

keiten, Driicke, <u6eren Kr: ifte, Porositiiten, reduzierten und
wirklichen Dichten, Zithigkeitskoeffizienten und Wechselwir-
kungskoeffizienten der einzelnen Komponenten sind.

Betrachten wir nun die inkompressible, stationiire und axial-
symmetrische Stromung eines Zweikomponentenmediums um ein Teil-
chen bei konstenten fi’/‘ y KiJ und ohne Huflere Kriifte f{lr
kleine Reynoldsche Zahlen, dann kann man dle Triigheitsglieder
gegeniiber den Reibungs- und Wechselwirkungsrliedern vernach-
lissigen,und die Gleichungen erhalten die Gestalt

K < (=3
AV -r--—-'z V. =V,
pooe 2 (G9)
@) {=4,2

il

arad_ r?;
div V.

i
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Ausgehend von diesen Cleichunren werden in der vorliegenden
Arbeit Gleichungen zur Bestimmung der Stromfunktionen und For-
meln fiir die Geschwindigkeiten, Driicke und Widerstandskriifte
der einzelnen Komponenten und des Gemiaoches hergeleitet.

Des weiteren werden allgemeine L3sungen der Gleichungen zur
Bestimmung der Stromfunktionen in Kugel- und Zylinderkoordi-
nafen angegeben, Mit Hilfe dieser Lisungen kdnnen dann kon-
krete axialsymmetrische Strtmungen von Zweikomponentenmedien

untersucht werden.

Die Stromfunktion

Pie Einfikrung der Stromfunktion stellt eine universelle lie-
thode zur Beschreibung zweidimensionaler Strimungen von in-
kompressiblen Fliissigkeiten dar. Tiir derartirse Strimunren

128t sich die Auffindung der Ldsung der Bewegunengsleichnngen
auf die Bestimmung einer einzigen skalaren Funktion zuriick-
fiihren. Auf den allgzemeinen Fall dreidimensionaler Striimungen
ist diese Methode nicht anwendbar. Es existieren Jjedoch Klag-
sen dreidimensionaler Strdmungen, wo es gelingt, die Lisung
des Stromungsproblems auf die Bestimmuns einer gkalaren Funke-
tion zu reduzieren.

Aus praktischen Gegichtanunkten igt dabed (ie Urgirimine von
Rotationskdrpern varallel zu ihren Symmetricachoon von beson=
derer Bedeutung. Derartige Stromungen nennt man axialaoyrmetri-
gsche Strimunsen. Sie lasgen sich durch die Existenz einonr
Stromfunktion charakterisieren.

Wenn die z-Achse die Symmetrieachse ist und der Winkel ¢

die Drehung um die z-Achse charakterisiert, dann verstelien wir
unter einer axialsymmetrischen Stridmung, wenn fiir dic einzel-
nen XKomponenten

OV AR
/3\(7 = O , l¢‘vl'=\<‘,=o (1.1)

gilt. Demzufolge ist die Strimung in jeder beliebigen [Lbene
¥ = const gleichartig.



ds =g deldR|

— Abh, 1

Bezeichnen wir mit Q den Volumendurcheatz durch die Rotationa-
fliche S, dann ist auf Grund der Kontinuititsgleichuno dle
GroBe Q eindeutig durch die Lage des Radiusvektors R bestimmt,
lach Definition (3] bezeichnet man nls Stromfunktlion im

Punkte R die Grife .

k‘J = W(E = E-T-r- (1.2)

Die gleichen Uberlegungen lascen sich beziiglich der einzelnen
Komponenten anstellen, und wir erhalten
Y. = Qi (1.3)
' LT
Da sich der Durchsatz Q fiir das Gemisch nach der Formel
N
Q=2 #Q;
=1
bestimmen 1lHBt, erhalten wir als Stromfunktion fiir ein lehr-
komponentenmedium

N
W=D Y, (1.4)
(=1

Aus der Definition flir die Stromfunktion geht hervor, dal auf
der Symmetrieachse

L*);:HV:O (1.5)

ist. '
Aug dem bisher Dargelegten kann men schlufifolgern, dail unter
den Voraussetzungen der Inkompressibilitiit, der Syimetrie und
fi = conat fiUr dreidimensiocnale lMehrkomponentenstrimunren
Stromfunktionen fiir die einzelnen Komponenten sowle fir dag
Cemisch existiecren., Nit Hilfe der Stromfunktion kann mnn donn

alle Parameter der Strimung bectimmen,
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So erh#lt man unter anderem die Geschwindirkeiten der Kompo-
nenten, wenn man auf die Tormel (1.3) zuriickgreift.

Der Durchksatz der Komponenten durch die Rotationsfliche 35, die
durch Fotation der Kurveé?oﬁ um die z-Achse entsteht, ist gsleich

R 27 -
Q= (VRds = [ (VR e de|uf
S §;o

Unter Beriicksichtigung von (1.3) erhalten wir hieraus
R

W = ;@:Z n E,!»lizl

Da die Stromfunktion nuf der Symmetrieachse verschwindet, ge-
langen wir zu der Eezig:ung

Ko
Setzen wir die beiden gewonnenen Ausdriicke flr Y. rlelch, s=o

2 3
W= fdu; = [T 0w Ui
Z, %

erhalten wir nach einigen Umformungen Formeln fiir die Geschwine
digkeiten der Komponenten

— —=
VA i& Lo X grad ¥ (1.6)

Aus (1.6) kinnen wir leicht Formeln fiir die Gegschwindirkeiten
in verschiedenen Koordinatensystemen herleiten.

Plir den Fall allgemeiner orthogonaler Rotationskoordinsten
Oq ng“P erhalten wir

Vo <o 0% Vi, = b 0% (1.7)
% 3 /)‘72. ) e 09,

wobel & = i_(q1, qﬁ) ist. Diese Formeln kinnen wir in anderen
Koordinatensystemen schreiben, denn es gilt
in Zylirderkoordinaten

r aq

h, =1 h, = 1 h

(1.8)

1]
Bl S

-3



in Kugelkoordinaten

=7 :6 0 =
°1 %2 5 = ¥ (1.9)
1 1
By =1 o =% hy = =9
€ = r cin®
Wir befassen uns nun mit der Herleitung der Gleichungen zur

Bestimmung der Stromfunktion. Dazu werden wir zun’ichot einipge
. . . 1202 . - . .

Hilfsoperaticnen durchflhren. Wir bilden rot Vi wobel wir der

Einfachheit halber Zylinderkoordinaten verwenden. Wir erhalten

vt v. = i, Cie o )
' MY ~or

und unter Beriicksichtigung von (1.7) und (1.8) ist

- = [0 (179y: /_D’(g_/?:w
Yot v = G Tz\re ) YA \Ur %y
oder .
— (_ 2
vt v, -.-.._':;. E ¥ (1.10)

wobel E2 Tolrenden Cperator darstellt:

(a0 T _ 27
E2=r;;,7(r/br +’_Z_EE 7\ Y v (1.11)

|

Wenn wir auf (1.10) noch zweimal die Operation -rot anwenden,
dann gelangen wir zu dem Ausdruck

P ~ ~ 2
-> { N e I v z ..
fo't (Ot YC‘t V; = - —;— [r;b’f‘ (—Y-QY‘ + foz;] E q"

oder
Tah

rot vot r;"L.v’.- = --L—rf- EZ(EW,-) = -_i_r‘g.. E“’q,: (1.12)

2 die Gestalt

X = cos € (1°13)

In Kugelkoordinaten hat der Operator E

2 A Al

= + -
(brl * /:KI.

und im allgemeinen Rotationskoordinaten

ek 0 1-3&LC2_ .kCE_ ;iﬁﬁgle*
E =ty \e &, 77) "2 \& %, %3, )| (1.14)

—

c
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Nach diesen Betrachiun~en kinnen wir nun aug (%) die Gloi-
chungen zur Bestimmung der Stromfunktion herleiten.
Wie aus () zu ersehen ist, sind die bewepungaorleichunpen fiir
die beiden Komponenten iiber die Wechselwirlungoglieder mitein-
ander gekoprelt. VWir kdnnen die beiden Glelchungen entkoppeln,
indem wir diese jeweils miteinender addieren und voneinander
subtrahieren. Danach erhalten wir

/;14 %Yldr) - A-\/\Z ) ;ia'v;z- ©

4 ”* — 2= — (1-15)
- 3"1“0 =ow, =y, divw, = O
wobeil
kv T
P=D€4iﬁ'4+2(;"9:_ ) P':f‘\PA'PL
— " — .~
WI‘: X.‘—V,;|+x£/\ 71 ] w’—‘ VA—Vz (1-16)
* A 2 K
/{,«—;_,/L_‘_ Y KK IK":T'.
/“4 /“,,0{.
sind.

Unter Beriickgsichtizung der Kontinuititsgleichunren kinnen wir

die Bewegungsgleichungen aus (1.15) wie folgt schreiben:

—i—- \i \’Jt t.\j\T - O
e A A vt Wa (1.17)

A \’am.ip'u- cot rot W, + 0’&\7\7‘ = 0

Wenden wir auf diese Gleichungen die Operation rot an, dann
erhalten wir

| —
vratvatvot W, = O
— 2 g
rotvolvat w, + X (C’tw,_ = 0O
Unter Beriicksichtigung von (1.10), (1.12) und (1.16) erhalten

wir hieraus Cleichungen zur Bestimmung der Stromfunktion, niim-
lich

- (1.18)
E"'(szt—bz/(, =0
wobei -
: X, = 2N, + %, Iy,
(1.19)

X’ = \Vﬂ"'w‘
gind. Bestimmt man nun sus (1.18) die Funktionen 7‘;, dann lassen
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sich die Stromfunktionen'¥; aus (1.19) durch einfache alge-
braische Umformungen finden, nimlich

L}/ - XA + BCL/M*X?_
A ¥, + 3(,_/(\*
1.20
xn — Ay ’x’L ( U)
M4+K,ﬁ*

\Vl:

Die Stromfunktion fir das Zweikomponentenmedium hat unter
Beriicksichtigung von (1.4) und(1.20) die Gestalt

q)=_1“_~_fx4+xgg(ﬁt4)%{} (1.21)

o+, L

schen Strimungen von Zweikomponentenmedien sich die Looung

des Problems auf die Bestimmung der Funktionenjﬁi aug den
Gleichungen (1.18) zuriickfithren 14Z3t, mit Ceren Hilfe sich
dann die Stromfunktionen und damit auch die Stromungeparaneter
finden lassen.

2. Randbedinsungen fiir die Stromfunktion

Zur Untersuchung konkreter axialsymmetrisclier Strimunconroblema
von Zweikomponentenmedien bendtigen wir neben den Glelchungen
(1.18) zur Bestimmuns von’Xi noch Randbedingungen fiir die Strom-
funktion der Komponenten. Dabei ist es zweckniiig, bei der Ba-
schreibung von Strdmungen um Rotationskirper Koordinatensyvsteme
zu verwenden, die fiir die gegebene Korperoberfliche charnktie-
ristisch sind. Wir bezeichnen mit N den normalen und mit <
den tangentialen Einheitsvektor in einem Punkt der Korperober-
fldche, so dal das System von Einheitsvektoren gﬁ, s, I') VOT =
liegt.

2 A

Abb., 2
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Im weiteren werden wir ein System lokaler orthogoncler krumm-

liniger Koordinaten verwenden, fir das wir folgende Grilen

einfilhren:
9q =1 4y = 8 a3 =¥
- - - - -
i, =n i, =5 iy =1y (2.1)
hy =1 hy = 1 hy = 1
Dann ist
v=%E vS v i
und gemil (1.7)
Wﬁ‘%zw ,W,—%ZL (2.2)

a)

b)

“rfolst nun die Lewegung eines Rotntiénskarpers in elnem
unendlich ausgedehnten Zweikomponentenmedium mit konatanter
Geschwindigkeit U = E;U, dann haben wir fiir feste Xirper
die Haftbedingungen

(vi - _L?) ) ?l = O
(vi -U) « 3=20

Setzen wir (2.1) in (2.2) ein, beriicksichtiren dabel, daf

-> > e - e
Flmge o S gy
sind und integrieren die erste Gleichuns in (2.2) iiber die
Oberfléche des Kdrpers, dann erhalten wir die Randbedingun-
en
8 (w+2etU)l, =0
(g, 4 10 4)] _ (2.4)
b (Qq + 3 & U M O

Wenn das Zwelkomponentenmedium unendlich ausgedehnt 15t und
sich im Unendlichen in Ruhe befindet, dann gilt

Y: :

3 — 0 /{.ur Y o— oo (2.5)

Der Rotationskirper befinde sich in Ruhe und werde von
einem Zweikomponentenmedium umstrdmt, dessen Komponenten

-
in Unendlichen die Geschwindigkeiten U; = - 1,0 besitzen,
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Fir feste Kirper gelten auf der Oberfliiche die Haftbedin-
gungen, und wir erhalten aus (2.2)

¥, ]S =0

/ .

:iq,_ -0 (2.6)
un S

In weiter Entfernuns vom Kdrper ist die StrYmung homogen,
-
und es gilt 71 = Ui' Demzufolge ist

B A A
Vie =g e =T Y
Hieraus erhalten wir die Bedingung fﬁr‘ki im Unendlichen,
nimlich
2 "
%—»%Z.U; 4,“( - Oo (2.7)

Formeln fiir die Geschwindigkeiten und Driicke

In Punkt 1 wurde festgestellt, dal zur Destimnung der Stri-
mungsparameter es ausreicht, die Funktionen:xi zu finden.

Hat man also die}xi aus den Gleichungen (1.18) bestinmt, dann
erhilt man ohne groBe Schwierigkeiten Formeln fiir dic Ge-
schwindigkeiten und Driicke der einzelnen Komponenten und filr
das Gemisch.

a) Setzen wir (1.20) in (1.7) ein, so erhalten wir fiir die
Geschwindigkeiten der Komponenten die Auadriicke

VLq - - ! - '/{ﬂ‘/:-b-- (X,,*H..(;XL)

‘ ¥yt %, M e 70G.

(3.1)

e A D (2an)

L AL+ a(z/u" € fo<?4
wobel

0(42‘36.2/‘“ , ¥ = =X

sind.

Da sich die Geschwindigkeiten des Zwelkomponentenmediums
nach der Formel

\/(1 = X, Vag + Ao Vog, (3.2)

K
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bestimmen lassen, erhalten wir aus (3.1)

ot A C_D,[ : x ]
Vg, = ot %y i _é-‘-’aq._ Xf‘*“"“‘Q‘"‘)xz

’1 ,‘1‘ /3 * ( 30 3)
LT ap e g [0 tp0) 2,

Bei der Bestimmung der Driicke greifen wir auf die Glei-
chunecen (1.17) zuriick. Setzen wir in (1,17) die Ausdriicke
(1.7) und €1.10) ein und beriicksichtigen dabei (1.16) und
(1.19), =0 gelangen wir zu den Beziehungen

/-i!—; %rai,}o = -i—g— P é 5YO.J. CszA)
T grede”s -:5 x grad [E2, - "X, ]

Hieraus ergibt sich

ZEQEA<-~ ub”:ii.CR_.(E:z7C
04, & AhaCiga VT

Cop. L e ke 0 (B,

04 e Ay 709, (3:4)

/‘(/ o /(‘l /LL_/\O 2 - lx/
S0 g (e )
et M b TO (i, - xtX
(\U:Q'z. T /‘\ (/14 ( Q 2)

Die Driicke p und‘p*lessen sich durch einfache Integration
aus (3.4) bestiomen. Sind p und p" bekannt, dann findet man

die Partialdriicke der Komponenten aus den Beziehungen (1.16),

nimlich
= ..P...T.}f_f___
r)1 X, +&1/\A"
(3.5)
r))_ {IE_YJ -._B.(_lf
Xt &-J_/"*

Die Formeln (3.1), (3.3) und (3.4) kann man in Zylinder-

und Kugelkoordinaten schreiben, wenn man auf die Beziehungen

(1.8) und (1.9) zuriickgreift.
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4. Der Korperwiderstand

Wir werden die auf die Korperoberfliiche wirkenden Spanpun-
gen in den im Punkt 2 betrachteten krummlinigen Koordilnaten
ausdricken. Der Vektor der Spannungen der einzelnen Kompo-
nenten, die auf ein Oberflidchenelement des Kirpers mit der
4uBeren Normalen N wirken, hat die Cestalt

B opie 2 2n) L2 (S s T )

Der erste Summand in dieser Gleichung sind die Nornalspan-

nungen,wihrend dem der zweite Summand die Tangentlalnpannun-
-*
gen darstellt. Den Spannungsvektor Pin kann man auch in der

Form
:PT“.-.-V\YJ +~/u &V\ "V"“ —S”’D| )1—5/1 (fav“ /;olg_n)(dJ)
schreiben. Da

vet ? i "—; //();)v\,';s -’%"5‘-)

tﬂvai\/;h = :%’-‘- + 5 ?DVS'Z'_

sind, erhalten wir aus (4.1) unter Beriicksichtigung von
(1.10) und (2.2)

-y

R.=-Vpi- LM V(a %o )*g/""%sz“”" (4.2)

Auf Grund der Symmetrie der Stromung sind die Kriifte, die
von ceiten der Komponenten auf den KSrper wirken, parallel
zur Symmetrieachse gerichtet, und in positiver Richtung
der Z-Achse erhalten wir

-y
Fo= [ Bo7ds = (B, ds (4.3)
S S
Aus (4.2) ergibt sich unter Beruck91cht1runw von
/ > @) - >
- T & ) - “VE
h-(.z""qs )L;'v?-;b—z ) St i
nach einigen Umformungen folrender Ausdruck fiir linz
g 1 72 2. ZK.)
\V\z‘ P 3 R[’TE; E' ‘) ;6( -



- 13 =

Setzen wir den gewonnenen Ausdruck fiir Iy . in (4.3) ein,

gelangen wir zu der Beziehung

Fl';: )(‘D;“-l-ngds = Sf‘cs(t 7 ) ds +T( ’IOCL As -

(4.4)
Ty e

Die Integration in (4.4) erfolgt iiber die Schnittfliiche, die
durch den Schnitt der ¥-Fliche mit dem Kirper entateil, wo-
bei als Integrationsgrenzen der obere und der untere lunkt,
in denen die Kirperoberfliche die Symmetrieachse gchnelidet,
genommen werden. Da in diesen Punkten ¢=0 ist, verschwin-
den in (4.4) das erste und das dritte Integral. Demzuinlre
haben wir die Beziehung

LFOES 2 M- f\og
FigE:?:Trji’ S d..S B Tr/ 'S’a

(4.%)

Unter Beriicksichtizung von (3.5), (3.4) und (1.20) gelten
die Formeln

A g B ] e

“us

®
7” = - _b_(Lb._- 7, = e

X, + N;/L\‘ ' €y +x,/.\"

wobeil

sind. Setzen wir diese Ausdriicke in (4.5) ein, so erhalten
wir filir die durch die Komponenten hervorzerufenen Kirper-
widerstinde die Formeln

R TR SLtfo&T(‘g:Tﬂ)*'Zﬁé"g’g}z“ (4.6)

Das Zweikomponentenmedium erzeugt den Korperwiderstand
1t *b”z' so daf wir unter Beriicksichtigung von (4.1)
und (1.19)

F =, S 30 (Ex")ds

on (4.7)
erhalten.

Die in den Punkten 3 und 4 gewonnenen Formeln fir die Ce-
schwindigkeiten, Driicke und den Kdrperwiderstand der einzel-

nen Komponenten und des Gemisches gelten fiir axialsymmetrische
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Stromunsen von Zweikomponentenmedien.

. . . . » - -
Setzen wir in diesen Ausdriicken ¢, =%, , %, = 9§, , s, =M,
s> gelangen wir zu den bekannten Formeln fiir axialsyrme-

trische Strimungen eines homogenen lediuns.

Zur Bestimmungz der Stromfunktionen fiir die Komponenten und
das Cemisch nach (1.20) und (1.21) miigsen wir die Gleichun-
gen (1.18) lZzen., Diese haben die Gestalt

E*x, =0
(5.1)
EZ[E)‘X,Z—KIXQ] =0
wobei gemiB (1.13) der Operator E2 in Kugelkoordinaten die
Form ‘
2t A-xP ot
— X = C&
E oY N rt ox* ! - (5.2)

hat. Die erste Gleichung aus (5.1) ist von J. Happel und

E. Brenner in [3] ausfihrlich untersucht worden. Verwenden
wir die dort erzielten Ergebnisse, so kinnen wir die allge~
meine Losung sofort hinschreiben, nimlich

o0 4
A r n -—n+1 ned d. -ned Tz
- a.r +b,r +C,r Tad,r Lo(x) +
2 Ll Jead (5.3)

4
e o) ] - -
.+Z:[a;r"+blfm”-+clf 1+dnr"jf4;(x)
n=2

wobel Li(ﬁ), ﬁ4: (X)- Hegenbauersche Iunktionen erster und
zweiter Art vom n-ten Grade und v-ter Ordnung sind [4]. Die

in (5.3) aultretenden Koeffizienten werden mit Hilfe der Rand-
bedingungen bestimmt.

Befassen wir uns nun mit der Losung der zweiten Gleichung aus
(5.1). Es gilt

Efe*x,-¢'%.]=0 (5.4)

Die Losung dieser Gleichung suchen wir in der Gestalt

/ (4) ‘g,
2 — 2 4’%1 (505)
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wobei 2, (1) (0
E Xz "Xlxz_ = 0O
sz(u_alle*) . W (5.6)
2 2 =
gilt und W = W(r,8) der Gleichung
Ezw = 0O (5.7)
gentigt.

Wir untersuchen zun‘ichst die erste Cleichung aus (5.6).
2, 1) 2 (1)
E Xz - K ’X’l = o (5.8
Die Losung dieser homogenen Gleichung suchen wir in der Form

Xz“’ = R(r)Z(x) (5.9)

Setzen wir (5.9) in (5.8) ein und beriicksichtiren dabel (5.7,
so erhalten wir nach der Variaeblentrennung folgende Gleichun-
gen zur Bestimmung von R(r) und Z(x)

R - [Klr‘ + n(w-ﬂ\] R=0
(4—#) Z" + n (n-1)2 =0

Nach E. Kamke [5] 153t sich die Ldsung der ersten Glelchung
aus (5.10) in modifizierten Besselfunktionen finden, die

(5.10)

Losung der zweiten Gleichung kann man wiederum in Hegenbauer-
schen Funktionen darstellen. Somit erhalten wir

R{r) = -;(“JTI,,-E (Ur) + [>n i I-mi Ly )
Z(x) = otn L () + (o MU0

Setzen wir diese Ausdriicke in (5.9) ein, erhalten wir fiir
) .. .
7(;’ die Lodsung “
-a
L, (®)

7(/;«): Z [AWJ? In-‘i(xr) - B”Fl-mi (K')] M_i (x)

Nach J. ilappel, H. Brenner [3] ergibt sich fir die Lising
der Gleichung (5.7)

(5.11)

L)

W(xr)=p [Cor" s Dor (5.12)
Z : M7 ()
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Aus der Struktur der Beziehungen (5.11) und (5.12) ist zu
ersehen, dad wir die partikulire Ldsung der inhcmogenen Gle!
chung aus (5.6) in der Cestalt |,

(2) =>2 L-: (")
’X/L = Z: -Qr\(r) M;;(K) (5.13)

suchen kinnen, Setzen wir (5.13) in (5.6) ein und berick-
gsichtipen dabei, dall die Hegenbauerschen Funktionen der zwel-
ten Gleichung aus (5.10) geniigen, so erhalten wir zur Bestim-
mung von .flmkvyiie Gleichung

Y'Z'Q':. - [-Xlr‘ + V\kv\""‘)] ﬂv\ = Cn rh.z"' Dh r—h”s (5014)

Wie aus (5.10) zu ersehen ist, 1l#Bt sich die allgemeine Li-
sung der homogenen Gleichung von (5.14) in den modifizierten
Besselfunktionen {r L,_4 (yr) wund Vr I.,.:(yr) darstellen,
Wir bestimmen nun die partikulidre LOsung der inhomogenen
Gleichung (5.14) nach dem Verfahren der Variation der Kon-
stanten. Wir suchen also f2m(V)in der Gestalt

Q2,)=8,()~F1I,. : (yr) (5.15)

wobel Eh(r) vorliufig noch als unbekannte Funktionen von r
angegehen werden, Die Gleichung zur Bestimmung von (9n(r)
erhalten wir, indem wir (5.15) in (5.14) einsetzen und be-
riickoichtigen, daB J?TIn-i (Kr) der ersten Glelichung aus
(5.10) geniigzt.
Ea gilt comit

!

120"+ 2(FTy) 6, =Cor"+ Dyr ™"

Nach IntO?ratJon diecer Gleichung finden wir

O -

Qn' "{’L:': [C.. S Nt I,-% dr + D, 5 i d.r]

Die in diesem Ausdruck auftretenden Integrale lassen sich
berechnen [7], und wir erhalten schlief3lich

6.(v) = —U"Ti [Corm e, ]
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Setzen wir die gefundenen en(vl in (5.15) ein, so erhalten
wir gem#iB (5.13) die partikuldre LOsung |

(3) 4 " e Lo (x)
K=y [Carm e D

b, n=0o Mn (*)

Unter Beriickeichtipung von €5.11) und (5.16) liefert uns

(5.5) die allgemeine Losung der Gleichung (5.4), nimlich

K, = V‘Z.O:{F[_An In—i (yr) + B, I-y\oi (br)]—- S‘: [Cnrn* D, r-..uﬂ 1 ’: (.):) )

(5.16)

(5.17)

2 [ LS S PR S A LTS VA

wobei hier die zwei'‘e Summe genauso wie in (5.3) mit n = 2
beginnt, da die Beziehungen
1

L;I()\) _ 4 l_-j:(x) = - X
M (¢) = = x M, (x) = - 1
beriicksichtigt vurden.

Die Funktionen )C1 und X, aus (5.3) und (5.17) stellen die
allgemeine Losung der Gleichungen (5.1) in Kugelkoordinaten

(5.18)

dar. Fiir konkrete axialsymmetrische Strimungsprobleme miig-
sen noch die in (5.3) und (5.17) auftretenden Koef{izienten
mit Hilfe der Randbedingungen bestinmt werden.
Aus der Struktur der Hegenbauerschen Funkticnen zweiter Art
P4;3()\) ¥ann man ersehen (4] , dad diese e x = %1 eine
Singularitit besitzen. '
Ist aber das Stromungsproblem mit einer derartiren Sinfulari-
tit nicht behaftet, dann sind die in (5.3) und (5.17) mit
Strich versehenen Konstanten fiir alle n gleich Null zu setuen.
Weiterhin 148t sich unter Beriicksichtiguns von (3.1), (3.3),
(5.3), (5.17) und (5.18) zeigen, daB3 in Kugelkoordinaten fiir
n=0und n = 1 die Tangentialgeschwindigkeiten fiir 3= 0 un-
endlich groBe Werte annehmen, Ilieraus folpt, dal slch die
Funktionen]Xﬁ und)C_2 fiir unterschiedliche Strimungavrobleme
in Kugelkoordinaten in der Gestalt

(=53

a -n+l 2 N -

Ky= 2 [aur s bar ™ cne™ s dye ] U
w= a4,

M

(x
) (501

X, =§{«T[AnIn-}(vv) +Bal s h')]-g—. [ Dhr'"”” L20)
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darstellen lassen.

Aus den Randbedihgun#cn (2.4) und (2.7) ist zu ersehen, dal
fiir die axialsymmetrische Strdmunz um ein kugelfirmiges Teil=-
chen n = 2 iet.

In diecem Falle ist

4 .
L2 (%) =5 (1-%%)
und unter Verwendung der Formeln [6]

-K—% — &
t I»«E_ \t\ = 52 k\"%—/‘ —d—j (—/’-‘q +-)

Y

_ zZ d° (cht
t I &) =2 T A(#)°\ ¢ )

~w-

konnen wir (5.19) in der Cestalt

4
\

X, =2 (4-xr)[@urte ey d,r]

(J

X, =70« {AL'\z—‘?)e”r+ B. (3 f)el -5 arten

schreiben.

Allremeine Lsuns der Gleichunren (1.18) in Zylinder-

koordinaten

Wir gehen wieder von den Gleichungen (1.18) aus und unter-
suchen ihre Ldsungen in Zylinderkoordinaten. Es gelten die

Gleichungen
s N
E X/\ =O
(6.1)
Ef[E*X, -y*X.] =0
wobei gemi3 (1.11)
2 p* 17 3t
E T et YOr et (6.2)

ist.

a) Betrachten wir zunichst die erste Gleichung aus (6.1)

E'%, =0 (6.3)
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Die LUsung dieser Gleichung suchen wir in der Torm

(1) ()

7(,1 = X, 4 X4 (6.4)
wobei

E*X" =0

sz;z) = W, (6.5)
sind und W, = W,(r,z) der Gleichung

E*W. =0 (6.6)

geniigt., Wir untersuchen erst die homogene Cleichungz nus
(6.5). Nit dem Ansatz

’X(ﬂ R»\(r) (AA Cod N2 + Bal".”.\z) (6.7)

.=
erhalten wir fiir R1(r) die Differentialgleichung

v R: -R, -2 R,=0 (6.8)
Diese Gleichung hat nach E. Kamke [5] die Lisung

R, ()= C,r I, (xe) +Dyr K lnr) (6.9)

wobei I}(%r) und kg(xv) modifizierte DBesselfunktionen erster
und zweiter Art vom ersten Grade sind.
Unter Beriicksichtigung von (6.9) finden wir aus (6.7)

Yoy { [CI,00) « D, (a)] (Ascosne + B«"'"“)AX' (6.10)

‘1
Die Struktur der Losung der Gleichung (6.6) ist die gleiche
wie )ir) , aber mit anderen Koeffizienten, etwa

W, = v { [ Low) +dKarn) ] (Agcosrzs Basimz) | (6.11)

Die partikuliire Lsung der inhomogenen Gleichung zus (6.5)

—2 (2)
27X, = W, (6.12)
suchen wir in der Gestalt
XY = _Qﬂ(r)(Aﬂ Cosaz + B, 3-&1)\?) (6.13)

Da sich die allgemeine Lisung der Gleichung (6.8) nach (6.9)
aus zwel linear unabhiingigen partikulZren Losungen r Iq(%r)

A 3 . . .
und v K4(%vj zusammensetzt, werden wir im weiteren unsere



Untersuchungen mit I;(>v)fortfihren. Analoge Lrgebnisae erhiilt
man such beziiglich K,(»v) . Wenn wir also (£.13) in (6.12) ein-
setzen, so erhalten wir fiir Sld(r)dic Differentialgleichung

(2= QL D, = T ) 510

Da die homogene UYleichung (6.8) die Lisung ¢ Iq(xr) benlitat,
suchen wir die partikulidre LUsung der inhomogenen Gleichung
(6.14) nach dem Verfahren der Variation der Konstanten in der
Gestalt

SLa(e) = ,(<)r I, (xv) (6.15)

Setzen wir diesen Ausdruck in (6.14) ein, so 148t sich 9,(r)
aus der Gleichung

¢I,0, +[2(1)-1,]6 =c,rI,

bestimmen. Nech Integration gelangen wir zu der Beziehung [7)
| C., 2
e“—rIfS I dr Z,I‘ [1 I°11]

Unter Verwendung der rekursiven Formeln [6]

To(rr) = T[T 00) + 2T,00)]
L) = 2 [1.00) - $I.00)]

erhalten wir denn nach einigen Rechenopnerationen

o Lo (x I;
9‘_2#K )

woraus unmittelbar

(6.16)

"

) — C»v ) Y'I ()\f)
©.(r) 23 T ()

folgt. Setzen wir den gewonnenen Ausdruck fiir @,(v) in (6.15)
ein, gelangen wir zu der Formel

S,0) =S (£)L, () (e

Da wir die fiir I (xv) angestellten tberlesunren ebenfalls auf

. .. . . (2 " .
K. (»r) anwenden kinnen, erhelten wir fiir X, ) gem'l3 (6,13)
unter Beriicksichtigung von (6,17)

\

K. = %(‘:’)zﬁ‘«flbr) Fd kO [ (Arcosrz 4 Bosimax )
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Unter Zeriicksichtisung von (6.10) und (6.18) Xdnnen wir
nun die allgemeine Lésung (6.4) der Gleichung (6.3) auf-
schreiben, nimlich

X, = {r [C,,I,,(%V) + DK ()] +

A

(6.19)
+ % (_E_)Z'[cq Iﬂ’(,\r) +d., K,: (HJ}S <A,, Cos A2 + B,,s.nx'z)

b) Wir suchen jetzt dic allgemeine Losung der zweiten Gleichung
aus (6.1)

Ez[ELXaL - XLXQ.J - O K('o:z()
in der Form

(1)
X, = X, + 'X,,ft) (6.21)

wobeil

E* k) -yt xS =0

(6.22)
24, 02) (2)
E X, X =W,
gind und W, = Wz(r,z) der Gleichung
E"W, =0 (6.23)

geniigt. Zur Lisung der homogenen Gleichung aus (6.22) ma=-
chen wir den Ansatz

7(,;) — Rz(r) (A2 Ceanz + B, sinxz) (6.24)
der fiir Rz(r) die Differentialgleichung
v R_: - Ri - mr R, =0 (6.25)
liefert, wobei
2 2 2

(6.26)

ist. Anelog zu (6.8) hat die Ldsune der Cleichung (6.29)

die gleiche Struktur wic (5,9), und wir Linnen cer



(6.24) sofort

,X/zm -y [:C,, I, (mv) + D, K, (mr)} (A,fﬂ;%l + B,zmm)(,;_m)

schreiben.
Die Lisunz der Gleichuns (6.23) finden wir genauso wie in
Punkt a), so dal sich W, in der Form

Wz, =Y [C‘,_ T.(ae) d, K,.(u)] (Az wir2 + B, S'n >?) (6.28)

darstellen 1lii3t. Die weiteren Untersuchungen fihren wir
wieder beziiplich der Besselfunktionen I, durech.
Die partikuliire Losung der inhomogenen Gleichung aus (6.22)

EZ,X‘:.)‘ O’l X;” - \(\/L

suchen wir in der Gestalt

)C:) = S}l(r)(Alcasx2,+’?zsinx?)

(6.,29)

Zur Bestimmung von .fll(r)erhalten wir dann die Differentisl-
gleichung

" ! .
v (L, -0, - Wﬁf&]% = CLrll4(*‘)

Wenn wir wieder auf des Verfahren der Veriation der Konstanten
zuriickgreifen und fir {1, den Ansatz

machen, solift sich ©,(r) aus der Gleichung

/ : /
e L) 0, + [2(r L) = I,(mA)] 6, = cor I(n)
bestimmen. Die Integration dieser Beziehung liefert uns [7]

J c. _
Ol = Sy ) LN Tl -

_ Ce A [)‘ '_[4 (\mr) I,000) =am Io(mr\I,()w):)

- 2 \ 2 2
4 (yny) N\ -
"
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Unter Beriicksichtigung der YFormeln (6.16) ergibt sich hieraun

/

|
_ _ G T, ()
ez_ 52: Iq(mf) ]

woraus

- - “2 Ia(”)
91 61 I‘(mr)

folgt. Setzen wir den gewonnenen Ausdruck fiir 92 in (6.30) ein,
so erhalten wir aus (6.29)

x‘;g_?l [c,_ T.(x) +d, um] (Alcuxi - By sinnz ) (6.31)

Die Formel (6.27) liefert zusarmmen mit (6.31) die ellremeine
Losung (6.21) der Gleichung (6.20), nimlich

)Cz - 5( ‘ [C’- I,lmv) + D, K"("")] - (6.32)

-5 [ T +da k(o] } (As Cosnz + B, 5emrz)

wobei Wm° = y*4+n* gt

Die nach (6.19) und (6.32) erhaltenen Torneln fir X, und A,
stellen die allsemeine ILdsung der Gleichunren (1.18) in Zvlin-
derkoordinaten dar. Bei der Bei:andlung konkreter Strimungse-
nrobleme haben wir es mit Randwertaufgaben zu tun, die in un-
serem Falle zu Eigenwertproblemen zur Lestimmung der Elren-
werte N und der dazugehirigen Eigenfunktionen fiihren., Dlece
Probleme miiscen flr jede konkrete Aufgabe gesondert betrach-
tet werden.
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