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Die Bewegung eines Flüssigkeitstropfens in einein Zweiphasenmediuin

Bei den in der chemischen Verfahrenstechnik wichtigen Prozessen

der Entulsionierung, Homogenisierung und Extraktion hat inan es

häufig mit der Bewegung von Flüssigkeitströpfchen in einein Sub-

stanzgeinisch und mit Stoffübergangsprozessen an Flüssigkeitströpf-

chen zu tun. Zur Behandlung der Diffusionsproblenie, die zum Bei-

spiel bei der Extraktion auftreten, inuß man die Geschwindigkeits-

verteilungen für die Bewegung von Flüssigkeitströpfchen in einem

Mehrphasenmediim kennen. In der vorliegenden Arbeit befassen wir

uns init der Bestimmung der Geschwindigkeiten für die einzelnen

Phasen und des Geinisches für den Fall der Bewegung eines Flüssig-

keitströpfchens in einem Zweiphasenmedium. Ausgegangen wird dabei

von den Untersuchungen aus [I] und es wird die Lösung des hydro-

dynamisch en Problems der Uinströwung eines Fliissigkeitstropfens

durch ein Zweiphaseninediuin für Rej << 1 angegeben . Es werden

Formeln für die Geschwindigkeiten der Phasen, des Gemisches und

der Flüssigkeit innerhalb des Tropfens sowie für die Drücke und

die Widerstandskraft hergeleitet. Danach wird die Fallbewegung

eine s Flüssigkeitstropf ens in einem Zweiphas enmedium untersucht

und mit den Ergebnissen der Fallbewegung eines festen Partikels

verglichen. Schließlich werden auf Grund der erhaltenen Resultate

einige Aussagen über die Bewegung von Gasblasen in flüssigen Sub-

stanzgeinischen gemacht .

1 . ProblelnstellunR

Ein kugelförmiges F'liissigkeitströpfchen mit dein Radius a befinde

si eh in der stationären laininaren Strömung eines Zweiphaseninediums ,

wobei das Flüssigkeitströpfchen sich mit dem Substanzgemisch nicht
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vermischen soll . Di e Geinischkomponenten besitzen iin Unendlichen

die nach Betrag und Richtung (x-Achse) konstanten Geschwindig-

keiten Uj . Die wirklichen unä reduzierten Dichten der einzelnen

Phasen , ij; und Pi g sowie die Dichte des Flüssigkeitstropfens

p ' seien k:nstan:. Die Porositäten 14j = ;: sind dann ebenfalls

konstant. Dte Zähtgkeiten der beiden Fhaseniund des Flüssigkeits-

tropfens seien entsprechend µi und µ' . Wir setzen voraus,

daß der Wechs elvdrkungskoeffizient K für das Zweimhasenmediuin

konstant ist.

Wir betrachten nun die Bewegung eines derart kleinen Flüssigkeits-

tröpfchens in einem Zweiphasenmedium, daß man die Strömung als zäh

ansehen kann, d.h. es sei Rej << 1 . Durch die Strömung bedingt,

wird dem Zweiphaseninediuin die Geschwindigkeit q = )4101 + 142T2

erteilt, wobei Qi die Geschwindigkeiten der Phasen sind, und

der Flüssigkeit innerhalb des Tropfens die Geschwindigkeit Q' .

Dabei soll sich der Flüssigkeitstropfen nicht deformieren und die

sphärische Gestalt beibehalten.

Die Bewegungs- und Kontinuitätsgleichungen für das Zweiphasenniediuin

und der Flüssigkeit innerhalb des Tropfens haben dann die Forin [I]

grad Pi = µi tj@j

div Bi = O

grad p' = µ' L\q'

div q' = O

K
" Fi

2

' (%j - 4,)
j =1

i =1,2
(I)

(2)

wobei Pi die Drücke der Phasen und p' der Druck im Flüssig-

keitstropfen sind.
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Zur Bestimmung der Geschwindigkeiten äj , 'i: , i:' und der Drücke

Pi und p' ist das Gleichungssystem (1)-(2) zu lösen unter Be-

riicksi ehtigung der entsprechenden Randbedingungen . Wi e sehen nun

diese Randbedingungen aus ?

Infolge der Syimnetrie der Aufgabe ist es zweckmäßig zu sphärischen

Koordinaten (r ,e,(p) überzugehen init dem Koordinatenursprung

im Zentrum des Flüssigkeitstropfens . Wegen der Syminetrie der Be-

wegung bezüglich der x-Achse sinti die Geschwindigkeiten Qi und

iV vom Winkel cp unabhängig, d.h. sie besitzen die Komponenten

v!i)(r,0) ,v{i)(r,6) ,V;(rg€)) gV;("ge) .

Demnach ergeben sich in weiter Entfernung vom Flüssigkeitstropf en

für die einzelnen Phasen des Substanzgeinisches folgende Bedingungen

(3)
1i)= Uj COS (3 ,4i) = - Uj sin 0 für r ~ cx)

Da nach Voraussetzung der Flüssigkeitstropfen si ch nicht deforuiiert

und nicht init dem Zweiphasenmedium vermischt, gelten an der Ober-

fläche des Tropfens die Bedingungen

(4)
v!i) = V; = O

für r = a

In allen Punkten innerhalb des Tropfens müssen natürlich die Ge-

s chwindigkei ten v; und vj endliche Werte annehmen, so auch im

Zentrum des Flüssigkeitstropfens. Somit erhalten wir eine weitere

Randbedingung, nämlich

(5) V; und vj sind endlich für r = O

Auf der Grenzfläche zwischen dem Flüssigkeitstropfen und dein Zwei-

phasenmedium ist die Bedingung

(6) v$i) = v; für r = a
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erfüllt, ci.h. zwischen der Flüssigkeit iin Tropfen und deni Zwei-

phasenmedium gibt es keine Gleitbewegung. Diese Tatsache ist

recht gut bekannt aus experimentellen Untersuchungen und zum

anderen erhält inan aus (6) unmittelbar die Haftbedingungen, wenn

man den Grenzübergang von einem Flüssigkeitströpfchen zu einem

festen Partikel vollzieht.

Auf der Oberfläche des Flüssigkeitstropfens sind noch zwei wei-

tere Bedingungen erfüllt, nämlich auf der Grenzfläche müssen

die Normal- und Tangentialkoinponenten des Spannungstensors ste-

tig bleiben. Demnach ergibt sich unter Berücksichtigung von (4)

avr äv;

- = - p' + 2 µ'p " 2 µGdr dr

d"g _ la ) = µ' ( E";. _ yL )
µG ( dr

r dr r

für r = a

(7)

für r = a

wobei vr g VE) 3 µG entsprechend die Geschwindi gkeitskowponenten

und die Zähigkeit des Zweiphasenmediwris sind. Wie aus (3)-(7)

zu ersehen ist, können bis auf (7) Randbedingungen für die ein-

zelnen Phasen angegeben werden. Die Bedingung (7) bezieht sich

auf das gesamte Zweiphasenmediuin und hier tritt auch die Zähig-

keit des Substanzgemisches µG in Erscheinung, die von vorn-

herein nicht als gegeben angesehen wird. Im weiteren wird ge-

zeigt, wie man in unserem Falle µG bestimmen kann.

Das Problem, mit dein wir uns nun befassen werden, besteht in

der Lösung des Gleichungssystems (1)-(2) unter Berücksichtigung

der Randbedingungen (3)-(7) .
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2. Bestjmlnunf der Geschwindigkeiten und Drücke der einzelnen Phasen?

des Substallzfelnisaes und der FliissiRkeit innerhalb des Tropfens

Zunächst betrachten wir das Gleichungssystem (2) für die Bewegung

innerhalb des Flüssigkeitstropfens

grad p' = µ'A a'

div C ' = O

Gehen wir in diesem Gleichungssystem zu sphärischen Koordinaten

über, so kann man die Lösung des Systems in der Gestalt

V; = f(r) cos E)

"i = - g(r) sin E)

p' = µ'h(r) cos 0

suchen. Iin Ergebnis erhalten wir [2]

f(r) = $ + q + C , D,2

g(r) = ± + Z + C + 2 Dr'

B
h(") = 7 " 10 Dr

Setzen wir diese Funktionen in die Ausdrücke für v; ,V; ,p' ein

und berücksiChtigen dabei die Randbedingungen (4) und (5), dann

gelangen wir zu folgenden Formeln für die Geschwindigkeitskompo-

nenten und den Druck der Flüssigkeit innerhalb des Tropfens

v; = D(r2_a2) cos E)

(8) vj = - D(2r2_a2) sin E)

p' = 10 µ' Dr cos e

Der Koeffizient D muß 1iii weiteren noch ermittelt werden.
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Das Gleichungssystem für die Bewegung des Zweiphasenmeäiums außer-

halb des Flüssigkeitstropfens ist durch (I) gegeben

2
grad Pi = µi Lni " iE ii ( 'Öj-Qi )

, . —>CLLV Vj = O

i = 1,2

Dieses Gleichungssystem läßt sich in der Gestalt

(9)

2
grad Pi " µi rot tij " lE j;j (Cj Qi )

div Cj = O

schreiben, wobei

(IC') » -*Q. = rot v.
L J.

ist. Die weiteren Ausführungen basieren auf den Resultaten aus [1]·

Durch die Anwendung der Operation rot auf (9) gelingt es, das

Gleichungssystem zu entkoppeln und wir erhalten zwei Gleichungen

~ —>zur Bestirimung von ¢'j und ¢'2 , nämlich

(11)

~rot rot ¢1 = O

rot rot Z2 + y2 Z2 = o

wobei ~ ~

~ QI Q2
'1" = S; " [,

Z2 = a2 - a,

(12)

y = Vk1"k2

K
Kj = Miµi
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sind. Wie in [I] gezeigt wurde, lassen sich die Gleichungen (11)

exakt lösen und wir erhalten

(13)

A sin 0
¢'1 = Z

r

e_Yr
'1'2 = B(Vr+1) 2 sin B

r

Die Konstanten A und B werden bei den weiteren Untersuchungen

ermittelt. Unter Berücksichtigung von (12) und (i3) können wir nun

aus (IQ) die Geschwindigkeiten ¶i b e stimtnen .

Dabei gelangen wir zu folgenden Gleichungen

(14)

1 [ a (ru!1)) _ du!1) ] = A sin €8

r dr i38 r2

1 [ E(ru{2)) _ au!2) ] _ ß(Yix-1) e":" ,in E)

r dr i3€) r

wobei

(i5)

<" =:f:'-,t,"

Q') = vf') - vg
't = r,0

sind. Die Kontinuitätsgleichung hat äie Gestalt

(16)
1 a(r2u!i)), 1 d(u{i)sin D)

= O7 dr r sin (3 dE3

Wie aus (14)-(16) zu ersehen ist, sind zur Bestiminung von {i)

folgende zwei Aufgaben zu lösen:
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a) Gesucht werden die {I) aus den Gleichungen

(17)

1[E r uf1)) _ du!1)] = A ";n €3

r dr df r

A (,'u!')) + , ,:n B ,3("f')sin€,) = O

Hierbei sind gewäß (3) , (4) , (6) und (i5) die Randbeäingungen

u!1) = O
2

(I) _ Y ,
_U€) K1K2 "B für r = a

(18)
u!1) = U*cos E) 41) = _ 1J*sin 0

für r -> co

zu beriicksi cihtigen, wobei

(i9)
u* = !!i + y2,

Kj K2

ist.

b) Gesucht werden die <2) aus den Gleichungen

(20)

![Z(r u(2)) _ du!2) e_Yr

0 ] = B(Yr+1) Z sin (3
r dr ä(3 r

:Z(r2u!2)) , 1 d~ (uf2)sing ) = O

r dr r sin 0 dC

Dabei gelten wegen (3) , (4) , (6) und (i5) die Randbedingungen

u!2) = o ,42) = o für r = a

(21)
u!2) = Ü COS 0 ,42) = _ U ,in 0 für r -> od
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wobei

(22) U = U2 - Uj

ist.

Die Aufgabe b) ist in [I] ausführlich behandelt worden und wir können

die Lösung sofort hinschreiben.

(2) = U {1--7(1"_" 2 2)+ 3 "Y("-a) 1 1
_

a3 3 3
a e (— + "=Z) } COS eur

r Ya y a r ·Y'r y r

(2jj) uj2)= _i1 {1+E3(1+Z+ : ,) -Z *"Y(""")(1,:+ : ,) sinö

2r Ya Y a Y Y r

Bei der Lösung der Aufgabe a) gelangen wir zu folgenden Ausdrücken

für 41) (siehe [I])

(24)

u!1) = { u* + !!+ a } COS E)

r r

üg ={-U* - g" ::3} "'n e

Bis hierher haben wir in (24) nur die Randbedingungen (18) für r ~ cx)

berücksichtigt. Betrachten wir nun aus (18) die Randbedingung uS1)= O
.

für r = a , so erhalten wir folgende Formeln für 41) :

(25)

u!')={u*(1-:)+:(14)}eose

4')=-{ U* (I + ::3) "g(1+:) } sin E)

In (25) Illüß noch die Konstante A gefunden werden.

Zur vollständigen Lösung des azn Schluß von Punkt 1. formulierten

Problems müssen die in (8) und (2f3) vorhandenen Konstanten D und

A ermittelt werden. Hierzu haben wir noch drei Randbedingungen zur

Verfügung. Das sind einmal die beiden Bedingungen aus (7) und zum
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anderen aus (18) die Bedingung

(26)

2

"S" =*< für r = a

Fs ergibt sich somit, daß zur Bestiminung von zwei Konstanten drei

Bedingungen vorhanden sind. Es kann also noch eine weitere Konstan-

te ermittelt werden. Hierfür wählen wir den konstanten Wechselwir-

kungskoeffizient K zwischen den Phasen aus.

Indem wir u(I) aus (2f3) und V; aus (8) in (26) einsetzen, kön-

nen wir D nach A ausdrücken. Wir erhalten

(27) d=:(Zu*
a

Durch Auflösung des algebraischen Gleichungssystems (i5) gelangen

wir zu folgenden Ausdrücken für vfi) .0

vf" = p 'K2 'i!" - üg'
(28) ft = r , (3

vf" =3 (K, üg + 4")

Die Geschwindigkeit des Zweiphasengemisches erhält man über die

Relation

q = Yj Qi " "2 Q2

Demnach gilt wegen (28) für die Geschwindigkeitskomponenten des

Substanzgemisches

(29) Vf = o 41) , ß uS2) 1 = r, EB

wobei
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(3o) cl =¥
1

ß = 7 ("2 K2 - "1 Kj )

sind.

Zur Bestimmung der Konstanten A und K kann auf die Bedingungen

(7) zuriickgegri ffen werden. Bevor wir aber dazu übergehen, bestim-

men wir noch den Druck p iin Zweiphas enmedium .

Nach (9) haben wir die Gleichung

1 2
— grad Pi + rot äj = Kj E (Cj - äj)

µi j=1

Wenn wir diese beiden Gleichungen jeweils addieren und subtrahieren,

dann gelangen wir zu den Beziehungen

(3i)

wobei

grad PI = - rot ij

grad P2 = - rot '1'2 - y2 ( C2 - Cj )

_ PI , P2PI " µ1 Kj µ2 K2

P2 PI
P2 = — _

µ2 µ1

sind. Lösen wir dieses algebraische Gleichungssystem auf, erhalten

wir für Pi

(32)

PI = F:1 ;i (K2 PI _ P2)

Y

P2 = K2 :2 (Kj PI" P2)

Y

Der Druck des gesamten Zweiphasengemisches wird nach der Formel
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p = '4j PI " 142 P2

berechnet. Setzen wir also hier Pi aus (32) ein, so ergibt sich

(33) p = K PI

wobei PI sich aus (31) ermitteln läßt. Aus der ersten Beziehung

in (3i ) erhält inan die beiden Gleichungen

d PI 1 d

= " r = (¢'jSin 0 )
dr r si a 0 oD

1 a PI 1 d(r ¢'1)

r i36 r dr

Setzt inan hier '1'1 aus (i3) ein und integriert die beiden Gleichun-

gen, dann ergibt sich für PI die folgende Formel

A
PI = _2 COS 8

r

und wir können wegen (33)

KA
(34) - P = —Z COS €3

r

sehreiben.

Nachdew p gefunden wurde, können wir zur Ermittlung von A und

K übergehen, indem wir die Bedingungen (7) zur Hilfe nehinen.

Bilden wir nach (29) die Ableitungen der Geschwindigkeiten nach r

und E) unter Berii&siehtigung von (23) und (2f3) und setzen die

gewonnenen Ausdrücke sowie die Drücke p und p' aus ( 34) und

(8) in (7) ein, dann gelangen wir zu folgendem Gleichungssystem

zur Bestiminung von A und K :
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(35)

- KA + 2µGc'(3u*a + 2A) = - 6µ'cc (Z U*a + A)

µG [ >(U*a+ A) - Z ß Üa(Ya "I) ] = - 3µ'cl (Z U*a+ A)

Die erste Gleichung aus (35) liefert

(36)
30cU*a (2µG" 3µ')

A = —
-K+20c(2µG" 3u")

Setzen wir diesen Ausdruck für A in die zweite Gleichung von (35)

ein und berücksichtigen dabei die Formeln (12) , (i9) , (22) und (3o) ,

dann erhalten wir zur Bestimmnng von K die Gleichung

(37)

wobei

InK+n\rE+ q =0

(38)

2µG "1µ1 Uj " "2µ2 U2
'n = (2µG"3µ' )(1 + )

"1µ1"M 2µ2 '(1µ1 " '42µ2

n = a µ G ii r1µ1 " "2µ2 "1"2(µ1_µ2)

"1µ1"2µ2 "1µ1 " "2µ2

q = µG Ü K11'2(µ1 " µ2)

"1µ1 " "2µ2

sind.

Die Gleichung (37) ist bezüglich VE eine quadratische algebraische

Gleichung mit den Lösungen

(39) ( V"J1,2 = * [-' ± Y1 - ""S ]
n

Nach Vorauss etzung ist der Wechs elwirkungskoeffizient K konstant

und hat nur einen Wert. Welchen der beiden Werte aus (39) nimint K

an? Wir wählen das Vorzeichen vor der Wurzel dergestalt, daß IT > O
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ist. Der Ausdruck 1 _ 4:q muß größer Null sein, da wir sonst einen
n

komplexen Wert für YK bekommen würden . Wir können Uj und µi

immer so auswählen, daß n < O ist. Nach (38) wird dann auch q < O .

Da m > O ist, wird di _ 4'nq > 1 . Wir müssen dann in (39) das
n

Vorzeichen (-) vor die Wurzel setzen, damit GR > O ist. Es ist

also

(40) YE = - a [' + |/1 - :" ]

Wählen wir in (38) Uj und µi dergestalt, daß n > O ist, dann

gilt auch q > O . Es läßt sich leicht zeigen, daß VF > O dann

nicht erfüllt ist.

Unter Berücksichtigung von (J58) erhalten wir aus (40) schließlich

folgenden Ausdruck für K :

ÜµGy1"2(µ1_µ2)(y1µ1"k2µ2)2
K = 41jl1µ2 (2µG"3µ' )Z (m1µ1""2µ2"2µG)2(141µ1U1""2µ2U3 ("IµGU(µ1_µ2) ("1µ1""2µ2

(41)

+\^lG(µ1"µ2) ("1µ1""2µ2)_4µ1µ2(2µG"3µ' )("1µ1""2µ2"2µG) ("1µ1U1""2µ2U2)F

In den Formeln (36) und (41) ist die Zähigkeit des Zweiphaseninediuins

µG enthalten . Nach Voraussetzung soll µG konstant s ein . Dernzufolge

können wir für µG den Wert nehmen, den wir erhalten, wenn wir den

Grenzübergang von einem Flüssigkeitströpfchen zu einem festen kugel-

förmigen Teilchen init dein Radius a vollziehen . Wie in [I] gezeigt

wurde, lautet dann die Formel für µG

(42)
"1µ1 Uj " "2µ2 U2

µG = 11j Uj " 142U2

Unter Beriicksi chtigung von (i9), (30) und (42) können wir gemäß (27)

und (36) die Konstanten A und D in der Form
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('ES)

A = * F(uigµi:µ'gUi)

3
D = 2a2 G(uigµjgµ'3ui)

schreiben , wobei

F(Yigµigµ'gui) =

("1µ1U1""2µ2U2) [2 (m1µ1U1""2µ2U2 )"3µ' (M1U1"42U2)]

_ ('41µ1""2µ2) (m1U1"m2U2)-2[2(k1µ1U1""2µ2U2)"3µ' (m1U1+y2U2)]

(44)

G(i'ij ¶µi 9µ'3Ui) =

(M1µ1U1"M2µ2U2)(M1U1"k2U2)

(m1µ1"m2µ2)(m1U1"m2U2)-2[2(m1µ1U1""2µ2U2)"3µ'(m1U1"y2U2)]

sind und K sich nach (41) bestimmen läßt.

Indem wir (43) in (8) einsetzen, erhalten wir für die Geschwindig-

keitskomponenten und den Druck innerhalb des Flüssigkeitstropfens

folßende Beziehungen:

(45)

"; = 2:2 G(14igµigµ'jji)(r2 a2) COS B

"; = _ 2:Z G(Migµigµ'gui)(2r2_a2) sin E)

i5 µ'r
P' = a? G(i'tj gµi?µ'gui) cos 0

Setzen wir A aus (V) in (2f3) und danach die gewonnenen Ausdrücke

in (28) ein und berücksichtigen dabei (23), so gelangen wir zu den

nachstehenden Ausdrücken für di e Geschwindigkeitskomponenten der
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einzelnen Phasen

(46)

v!1)_ y1µ1:"2µ2{("1µ1U1""2µ2U2)(1- :3)+ i"F(Yi gµi gµ' Jji )(1- E)

r

- "2µ2Ü[1_ :3(1+ G: " YZ3a2) + 3 f! ,"Y(""")(:r + Y:rZ)]} COS 0

'41) = m 1µ:"h2µ2{"("1µ1U1""2µ2U2) (i" ::3) - @F(¥i gµi gµ' Jji )(1+ 4) +

r

" m2µ2Ü[1" ::3(1" H Y23a2)- H,"y(""")(1+ Z" y21,2)]} sin 8

" 2v!2) = m1µ11+y2µ2{("1µ1U1""2µ2U2)(1- :") + ¥F(ui gµi gµ' JJj )(1- K) +

" "1µ1Ü[1_ :3(1+ ±" Y23a2)"3 i! ,"Y(""")(;1:"*)]} COS E)

"{2) = m1µ11+m2µ2{_("1µ1U1""2µ2U2)(1+ :: ) - g:f(ui gµi gµ' JJi )(1 + S) -

_ "1µ1ij[1+ :: (I" :a " Y?a2)- Z »"Y(""")(1+-L+ z1 Q]} sin 8

YI? Y r

Die Formel (29) liefert uns die Geschwindigkeitskomponenten für das

Zwe iphas engenii s eh

"r = m1µ11+m2µ2{("1µ1U1""2µ2U2)(1 :3), *F(ui gµi 9µ' JJi )(1- 4) +

r

(47)

" "1"2(µ1-µ2)6[1- ::(1" t:" YZa2)+ *e"Y(""")(_L+ 21 2)]} COS (3

Yl? Y r

"(3 = "1;:""2µ2("("1µ1U1""2µ2U2) (I " ::5) " #F(ui gµi 9µ' JJi )(1+ 4) +

r

" "1"2(µ1_µ2)U[1+ "33(1" -L+ Z 2) _ j; 1,"y(""")(1+ -1-+ 21 Z)]}sin (3

2r Ya Y a Yl? Y r

Für den Druck im Zweiphaseninediuin erhalten wir wegen ( 34)
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(48) p = :@ F(uigµi}µ'jji) cos 8

r

Wir betrachten noch einige Grenzübergänge. Setzen wir in (4f3)-(48)

PI = P2 ' µ1 = µ2 g Uj = U2 ? so gelangen wir zu Formeln, für die

Geschwindigkeiten und Drücke bei der Bewegung eines Fliissigkeits-

trOpfehens in einem homogenen Medium, die man z .B. in 13J finden

kann .

Nehmen wir an, daß µ' >> µi ist. In di esem Falle haben wir es

init der Bewegung eines festen Partikels in einem Zweiphasenmediim

zu tun, und die Ausdrücke (46)-(48) gehen in die entsprechenden

Fortnein für die Geschwindigkeiten und Drücke über, die in [I] ge-

funden wurden . Dabei zeigt es sich, daß inan die für ein festes

Partikel erhaltenen Formeln noch vereinfachen kann.

In der vorliegenden Arbeit konnte in der Umgebung des Flüssigkeits-

trOpfchens der Wechselwirkungskoeffizient K gemäß (41 ) ermittelt

werden. Wie aus (41 ) zu ersehen ist strebt K -> O , wenn µ' >> µi

ist. Nach (12) strebt dann auch y " O . Indem wir nun in (46)-(48)

µ' >> µi annehmen und den Grenzübergang für y " O vollziehen ,

gelangen wir zu folgenden vereinfachten Formeln für die Bewegung

eines festen kugelförmigen Partikels in einein Zweiphaseninedium:

v(1)_ 1 { (41µ1U1+y2µ2U2) [ 1 Z" , a3
" " 141µ1+M2µ2 " "r 2r5 ] "

_ "2µ2(U2-U1) [ (I - ::) + ::; (I 2
- Sz) ] } COS e)

a

'41) = p, 1µ1:"2µ2 { " ("1µ1u1""2µ2u2) [i - a - :: ] "

" "2µ2(U2-U1) [ (I - * " ::3) - Z: (I
]} sin 8
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vg = K1µ:""2µ2 {(m1µ1U1""2µ2U2) [I - Zr" + :r33] "

" "1µ1(U2-U1)[(1 - :3) + ::; (I
]} COS e

'42) = ,4 1µ11+142µ2 { " ("1µ1U1""2µ2U2) [i - a - :: ] -

- m1µ1(U2-U1)[(1 - 2 " ::3) - ::3 (I - E)]} sin E)

(49) "" = "1µ1:"2µ2 {("1µ1U1""2µ2U2) [I - Z: " ::3] "

" "1"2(µ1-µ2)(U2-U1)[(1 _ :3) , ::: (I - E)]} COS (3

"0 = m121:"2µ2 { ("1µ1U1""2µ2U2) [I - e - :: ] +

" "1"2(µ1-µ2)(U2-U1)[(1 - Z " ::5) - ::: (I - E)]} sin (3

P = _ ;;Z ('41µ1U1 +'42µ2U2) COS (3

Aus (49) ist zu ersehen, daß bei der Bewegung einer Kugel in einein

Zweiphas eninediuin die Geschwindigkeiten und der Druck vom Wechsel-

wirkungskoeffi zient K unabhällgi€ sind.

3 . Die Fallb ewemn¶ eines Fliissißkeitstropfens in einem Zweiphasenmedium

Wir betrachten zunächst die Fallbewegung eines festen kugelförinigen

Teilchens in einem Zweiphaseninedium, die mit der Geschwindigkeit U

erfolgt.

Es seien p' - die Dichte des festen Teilchens, ij; - die Dichte

der Komponenten des Zweiphas enmediums und PG - die Dichte des



- i9 -

Substanzgemisches . Dann ist

PG = "jC'; " "2P: = PI " P2

wobei Pi - die reduzierten Dichten der Komponenten sind.

Wenn S - die auf das Teilchen wirkende Schwerkraft, A - die

Archimedische Auftriebskraft und F - die Stokessche Widerstands-

kraft sind, dann gilt

(5o) S = A + F

Nun sind aber

(5i) S = i np¶a3g A = ; np,aj

und gemäß [I]

(52) F = 6na (]41µ1U1 + 142µ2U2)

Setzen wir diese Ausdrücke in (5o) ein und beriicksicihtieen dabei,

daß Uj = U2 = U ist, dann gelangen wir nach einfachen Umfor-

mungen zu folgender Formel für die Geschwindigkeit eines festen

kugelförmigen Teilchens bei äer Fallbewegung in einem Zweikompo-

nenteninedium

(53) U 2

a2 bm [ p' - (K1P: " "2P:) ]

= g " K1µ1 " "2µ2

Sind hier ij; = P: ulldp µ1 = µ2 9 so erhalten wir die weitbe-

kannte Stokessche Formel für ein hoinogenes Medium

Wir befassen uns nun rnit der Fallbewegung eines Flüssigkeits-

tropfens in einein Zweiphasem.edium. Hierzu bestimmen wir erst

einmal die Widerstandskraft F , die auf den Flüssigkeitstropfen

bei seiner Umströmung durch ein Zweiphasenmedium wirkt . Es ist

[2]
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(54)

wobei

F = {S{ (P,r "o" 0 - P,0 sin 0) dS =

= ! (Prr cos €3 - Prß sin B) 2 n 3sinO dEB

=

p + 2 µG (:V")

_
Prr r=a r

r_a

= µG (:"6 _ !a) !
Pr8 Lr=a r r r=a

sind. Unter Berücksichtigung von (4(7) und (48) erhalten wir nach

Integration aus (!34)

F = i na( 3(m1µ1u1""2µ2u2) (2µG"3µ' )(2µG""1µ1""2µ2) ,

" [-(K1µ1"" 2µ2 )"2(2µG"3µ' )] ('41µ1""2µ2)

(55)
"3ß(U2-U1 )µG(Ya+1) }

wobei y , ß unä µG sich nach (12) , (3o) und (42) ermitteln lassen.

Die Geschwindigkeit U des Fliissigkeitstropfens bei seiner Fall-

bewegung in einem Zweiphaseninedium können wir aus (5o) bestimmen,

indem wir Uj = U2 = U annehmen, (5i) und (55) in (5o) einsetzen

und nach U auflösen . Wir erhalten

(56)

2a2g [ P'-(P1"P2)][M1µ1""2µ2 " µ']

U =
3(m1µ1+m2µ2)[2(m1µ1""2µ2)"3µ']

Setzen wir in (55) und (56) p; = C'; g µ1 = µ2 9 Uj = U2 , so ge-

langen wir zu den bekannten Formeln von Rybczynski [4] und

Hadamard 15J für die Fallbewegung eines Flüssigkeitstropfens in

eineiü homogenen Medium. Nehinen wir an, daß µ' >> µi ist , dann

gehen die Formeln (55) und (%) in die Formeln (52) und (53) für

die Fallbewegung eines festen kugelförmigen Teilchens in einein

Zweiphas eninediuin über .
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4. EiniRe Belnerkunßen zur BeweFnjLnf von Gasbläschen in einein

Zweikcmponentenmedium

Die Bewegung von Gasblasen in flüssigen Mehrkomponenteninedi en

ist von großem Interesse, da inan einerseits durch diese Prozesse

wesentliche Informati onen über die Eigenschaften der Phasen-

grenzen Gas - Flüssigkeit erhalten kann und sie zum anderen von

ausschlaggebender Bedeutung für solche technologischen Prozesse

wie Z.B, der Flotation bei der Aufbereitung von Erzen oder der

pneumati schen Mischung in der Nahrungsmittelindustrie ist,

Die Bewegung einer Gasblase in einem flüssigen Zweikomponenten-

medium ist eng init der Bewegung eines Fliissigkeitstroofens in

einein Zweikoinponentenmedium verknüpft, die in den Punkten 1 . - 3.

ausführlich behandelt wurde. Falls wir es mit kleinen kugelför-

migen Gasbläschen zu tun haben, dann sind die Reynoldszahlen

ebenfalls klein und die Bewegung des Zweikomponentemuediums in

der Nähe der Gasblasenoberfläcte kann als zäh angesehen werden.

Die Gescihhwiinnidigkeit der Aufwärtsbewegung einer Gasblase in einem

Zweikomponenteninediim kann nach der Formel (56) ermittelt wer-

den, indem wir µ' und p ' gegenüber µi und Pi vernach-

lässigen . Wir erhalten

(57) U 1

a2g (H1P; " "2P:) 1 a2g

" 3 M1µ1 + 142µ2 = " 7 vG

wobei das Minus zeichen darauf hinweist, daß eine Auwärtsbewegung

vorliegt. Sind in (57) * * .PI = P2 ' µ1 = 2 g dann gelangen wj-r

zu der bekannten Formel für die Bewegung einer Gasblase in einem

Einkoinponentenmedium. Die Formel (57) ist anwendbar für Re << 1 ,

d.h. wenn für den Radius der Gasblase äie folgende Beziehung gilt:
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(58)
2 Y1µ1 " m2µ2]1/3

a << [ - '
g "jC'; " "2P:

Durch Experimente muß nachgewiesen werden inwieweit die Formeln

aus den Punkten 3 und 4 mit der Realität iibereinstimin.en.
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