Je Szla%a

Die Bewegung eines Fliissigkeitstropfens in einem Zweiphasenmedium

Bei den in der chemischen Verfahrenstechnik wichtigen Prozessen
der Emulsionierung, Homogenisierung und Extrektion hat man es
haufig mit der Bewegung von Fliissigkeitstropfchen in einem Sub-
stanzgemisch und mit Stofflibergangsprozessen an Fliissigkeitstropf-
chen zu tun. Zur Behandlung der Diffusionsprobleme, die zum Bei-
spiel bei der Extraktion auftreten, muB man die Geschwindigkeits-
verteilungen fir die Bewegung von Fllissigkeitstropfchen in einem
Mehrphasenmedium kennen. In der vorliegenden Arbeit befassen wir
uns mit der Bestimmung der Geschwindigkeiten fiir die einzelnen
Phasen und des Gemisches fir den Fall der Bewegung eines Fliissig-
keitstropfchens in einem Zweiphasenmedium. Ausgegangen wird dabei
von den Untersuchungen aus [1] und es wird die Ldsung des hydro-
dynamischen Problems der Umstromung eines Fliissigkeitstropfens
durch ein Zweiphasenmedium fir Rei << 1 angegeben. Es werden
Formeln fiir die Geschwindigkeiten der Phasen, des Gemisches und
der Flissigkeit innerhalb des Tropfens sowie fiir die Driicke und
die Widerstandskraft hergeleitet. Danach wird die Fallbewegung
eines Flissigkeitstropfens in einem Zweiphasenmedium untersucht
und mit den Ergebnissen der Fallbewegung eines festen Partikels
verglichen, SchlieBlich werden auf Grund der erhaltenen Resultate
einige Aussagen liber die Bewegung von Gasblasen in fliissigen Sub-

stanzgemischen gemacht.

Problemstellung

Ein kugelformiges Fliissigkeitstropfchen mit dem Radius a Dbefinde
sich in der stationdren laminaren Stromung eines Zweiphasenmediums,

wobel das Flissigkeitstropfchen sich mit dem Substanzgemisch nicht



vermischen soll. Die Gemischkomponenten besitzen im Unendlichen
die nach Betrag und Richtung (x-Achse) konstanten Geschwindig-
keiten Ui . Die wirklichen und reduzierten Dichten der einzelnen

Phasen, p; und Py sowie die Dichte des Fliissigkeitstropfens

p' seien konstant. Die Porositidten ny :-g% sind dann ebenfalls
konstent. Die Zdhigkeiten der beiden Phasegiund des Flissigkeits-—
tropfens seien entsprechend by und ' . Wir setzen voraus,
daff der Wechselwirkungskoeffizient X fiir das Zweiphasenmedium

konstant ist.

Wir betrachten nun die Bewegung eines derart kleinen Flissigkeits~
tropfchens in einem Zweiphasenmedium, daB man die Stromung als zéh
ansehen kann, d,h. es sei Rei << 1 . Durch die Strémung bedingt,
wird dem Zweiphasenmedium die Geschwindigkeit Vv = Mqvq + M2$é
erteilt, wobeil Vi die Geschwindigkeiten der Phasen sind, und

der Flissigkeit innerhalb des Tropfens die Geschwindigkeit v .
Dabei soll sich der Fllissigkeitstropfen nicht deformieren und die
sphérische Gestalt beibehalten,

Die Bewegungs— und Kontinuitédtsgleichungen fiir das Zweiphasenmedium

und der Fliissigkeit innerhalb des Tropfens haben dann die Form [1]

K 2
+T z (V’—?) i=1,2
(1) T 3=

grad p' = u!' AT
(2)

daiv v' = 0

wobel Py die Driicke der Phasen und p' der Druck im Fliissig-

keitstropfen sind.



Zur Bestimmung der Geschwindigkeiten ?i ’ v ’ v' und der Driicke

p; und p' ist das Gleichungssystem (1)-(2) zu ldsen unter Be-
rlcksichtigung der entsprechenden Randbedingungen. Wie sehen nun

diese Randbedingungen aus?

Infolge der Symmetrie der Aufgabe ist es zweckm#iBig zu sphirischen
Koordinaten (r ,®,¢ ) {berzugehen mit dem Koordinatenursprung
im Zentrum des Fliissigkeitstropfens. Wegen der Symmetrie der Be-
wegung bezliglich der x-Achse sind die Geschwindigkeiten ?i und
¥' vom Winkel ¢ unabhéngig, d.h. sie besitzen die Komponenten
vD(r,0), v§P(r,0) , vi(r,e) , vi(r,8)

Demnach ergeben sich in weiter Entfernung vom Fliissigkeitstropfen

fir die einzelnen Phasen des Substanzgemisches folgende Bedingungen
(1) _ (1) _ . y
(3) vy '=U; cos & vg =-TU; sin @ flir r-» o

Da nach Voraussetzung der Fliissigkeitstropfen sich nicht deformiert
und nicht mit dem Zweiphasenmedium vermischt, gelten an der Ober-—

fléache des Tropfens die Bedingungen

(1) _ v _ _
€D v =v,=0 fiir r = a

In allen Punkten innerhalb des Tropfens miissen natiirlich die Ge-
schwindigkeiten vé und vé endliche Werte annehmen, so auch im
Zentrum des Flilissigkeitstropfens. Somit erhalten wir eine weitere

Randbedingung, né&mlich
(%) vé und vé sind endlich fiir r = O

Auf der Grenzfldche zwischen dem Fliissigkeitstropfen und dem Zwei-

phasenmedium ist die Bedingung

(6) Véi> = vé fiir r = a



erfiillt, d.h. zwischen der Fliissigkeit im Tropfen und dem Zwei-
phasenmedium gibt es keine Gleitbewegung. Diese Tatsache ist
recht gut bekannt aus experimentellen Untersuchungen und zum
anderen erh&dlt man aus (6) unmittelbar die Haftbedingungen, wenn
man den Grenzlibergang von einem Fliissigkeitstropfchen zu einem
festen Partikel vollzieht.

Auf der Oberfldche des Fliissigkeitstropfens sind noch zwel wei-
tere Bedingungen erfilillt, né&mlich auf der Grenzfliche miissen

die Normal- und Tangentialkomponenten des Spannungstensors ste-

tig bleiben. Demnach ergibt sich unter Berilicksichtigung von (4)

avr avé
-p+2p—==-p'+2p — flir r = a
or or
(7) 5 .- '
v v v v
pe (—2 -2y =p (—=2-L) gir r=a
or r or r

wobeil V. Vg Hg entsprechend die Geschwindigkeitskomponenten
und die Zdhigkeit des Zweiphasenmediums sind. Wie aus (3)-(7)
zu ersehen ist, konnen bis auf (7) Randbedingungen fiir die ein-
zelnen Phasen angegeben werden. Die Bedingung (7) bezieht sich
auf das gesamte Zweiphasenmedium und hier tritt auch die Zihig-
keit des Substanzgemisches Ha in Erscheinung, die von vorn-
herein nicht als gegeben angesehen wird. Im weiteren wird ge-

zeigt, wie man in unserem Falle Mo bestimmen kann.

Das Problem, mit dem wir uns nun befassen werden, besteht in
der Losung des Gleichungssystems (1)-(2) unter Beriicksichtigung
der Randbedingungen (3)-(7).



2. Bestimmung der Geschwindigkeiten und Driicke der eingzelnen Phasen,

des Substanzgemisches und der Fliissigkeit innerhalb des Tropfens

Zundchst betrachten wir das Gleichungssystem (2) fiir die Bewegung
innerhalb des Fliissigkeitstropfens

-

grad p' = pu'aA v'

div V! 0

Gehen wir in diesem Gleichungssystem zu sphédrischen Koordinaten

iber, so kann maen die Losung des Systems in der Gestalt

1

v f(r) cos ©

1
T
vy = - g(r) sin 6

p' uw'h(r) cos ©

suchen., Im Ergebnis erhalten wir [2]

A B 2
f(r) = + —+ C + Dr
) =3*3
A B 2
g(r) = - —z t—— + C+ 2 Dr
2r 2r
B
h(r) = — + 10 Dr
r

Setzen wir diese Funktionen in die Ausdriicke fiir v; ,vé , ' ein
und beriicksichtigen dabei die Randbedingungen (4) und (5), dann
gelangen wir zu folgenden Formeln filir die Geschwindigkeitskompo-

nenten und den Druck der Fliissigkeit innerhalb des Tropfens

v, = D(r2-a2) cos @

|
r

(8) vé - D(2r2-a2) sin ©

p! 10 u' Dr cos @

Der Koeffizient D muB im weiteren noch ermittelt werden.



Das Gleichungssystem fir die Bewegung des Zweiphasenmediums auBer-

halb des Fliissigkeitstropfens ist durch (1) gegeben

grad Py i=1,2

1]
-
l_]
>
<
+
=
[
™
N
<
|
<
p—

a -
1 . =
div vl 0

Dieses Gleichungssystem 188t sich in der Gestalt

2
=2 K - -
grad p; + W; rot @ =-i; ‘Z (Vj —vi)
(9 =1
o - _
div vy = 0
schreiben, wobeil
- -
(10) Q; = rot v,

ist. Die weiteren Ausfiihrungen basieren auf den Resultaten aus [1].
Durch die Anwendung der Operation rot auf (9) gelingt es, das
Gleichungssystem zu entkoppeln und wir erhalten zwei Gleichungen

zur Bestimmung von aq und $2 , namlich

—_
rot rot ¢1 =0

11
rot rot 32 + y2 32 = O
wobel 2 3
S
K, Ky
- -
by =85 - 4,
(12)
Y = VK1+K2
e —_ K
1T wm




sind. Wie in [1] gezeigt wurde, lassen sich die Gleichungen (11)

exakt l0sen und wir erhalten

A sin ©
eTE
(13%)
e YT

¢2 B(yr+1) — sin @
T

Die Konstanten A und B werden bei den weiteren Untersuchungen
ermittelt. Unter Berlicksichtigung von (12) und (13) konnen wir nun
aus (10) die Geschwindigkeiten ¥V, bestimmen,

Dabel gelangen wir zu folgenden Gleichungen

&D) .
1 ou A sin ©
_ (MDy 2 9 _ —
r : ar(ru ) - 0e ] r
(14
) 1 (2) au§,2> e“Yr
— [ (ru ) = ——— ] = B(yr+1) ~— sin @
T or o0 T
wobeil
) Vfgﬂ) V'gg)
Yy = = +
K,I Ké
(15) T =1r,0
2 2 1
ORI C I E)

sind. Die Kontinuitatsgleichung hat die Gestalt

"8 1 8(r u(l)) 1 a(uéi)sin 9)
16 =0
;2 or r sin © 00

(1)

Wie aus (14)-(16) zu ersehen ist, sind zur Bestimmung von U

folgende zwei Aufgaben zu losen:



a)

b)

(1)

Gesucht werden die Uy aus den Gleichungen
1 3 aul"  Asine
—[— rud") - —E-1-
r Jr © o8 r2
“n 1 3 g
— (r u(q)) + — (u (1)sin.@) =0
r ar r sin @ 8@

Hierbei sind gemdB (3), (4), (6) und (15) die Randbedingungen

Y
2 2o w1 < Vg fir r = a
T © K. K ©
172
(18)
(
u%1> = U*cos © uéq) = - U*sin @ fiir - o

zu berlicksichtigen, wobei

U
(19) =2
/l

sﬁl&;

ist.

Gesucht werden die uég) aus den Gleichungen

(2) -yr
17 0 o
"'[g—(r uég)) ——1—15-———] = B(yr+1) —e——§— sin @
r dr T
(20) 1 8 1 3
—(Pu®y s T i @iney = 0
;?.ax‘(xluii ) r sin® 08 (u 2in @)

Dabei gelten wegen (3), (4), (6) und (15) die Randbedingungen

(2) _ (2) _ 2 _
u, =0 u® =0 fir » = a
21)
u§2) = U cos © uég) = - U gin © fir » - o



wobel

(22) U = U2 - U
ist.

Die Aufgabe b) ist in [1] ausfilhrlich behandelt worden und wir kdnnen

die Losung sofort hinschreiben.

a2
2) 5 3 g Y(r-2) 1 1
u =U{1- (MT+ —+—=)+ 3= (——+j?g)}<m39
r —? Ya y a T Y
(23)
3 P
ué2)=-Uﬂ+iz(’*+—+—§*g>-5 = -Y<r_a)“+—l+"21—2> sin @
2r Ya Yr Y r

Bei der Losung der Aufgabe a) gelangen wir zu folgenden Ausdriicken

fiir u,.t(’,/]) (siehe [1])

A
uéﬂ) ={ "+ ;:+-§§ } cos ©

(24) A
uéq) ={-U* —-——+—-3} sin ©

Bis hierher haben wir in (24) nur die Randbedingungen (18) filir r-w

berilicksichtigt. Betrachten wir nun aus (18) die Randbedingung u§1)=o

flir r»=a , so erhalten wir folgende Formeln fir u§1>
5 2
A a
(1) _ ¢y ¢
w,’ ={ U (1 - )+ — (1 = ) } cos @
- ;? r ;z
(25) 0 o3 A 52
ué :—{U*(1+—-3-)+-d—r-(’l+—-2-)}81n6

In (25) muB noch die Konstante A gefunden werden.

Zur vollsténdigen Losung des am SchluB von Punkt 1. formulierten
Problems miissen die in (8) und (25) vorhandenen Konstanten D wund
A  ermittelt werden. Hierzu haben wir noch drei Randbedingungen zur

Verfigung. Das sind einmal die beiden Bedingungen aus (7) und zum
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anderen aus (18) die Bedingung

(26) ug = vé fiir r = a

Es ergibt sich somit, daB zur Bestimmung von zwei Konstanten drei
Bedingungen vorhanden sind. Es kann also noch eine weitere Konstan-
te ermittelt werden. Hierfiir wdhlen wir den konstanten Wechselwir-
kungskoeffizient K zwischen den Phasen aus.

Indem wir ué1> aus (25) und vé aus (8) in (26) einsetzen, kon-

nen wir D mnach A ausdriicken. Wir erhalten
o
_ 2 q* L A
(27) D—?(EU +a)

Durch Aufldsung des algebraischen Gleichungssystems (15) gelangen
(1)
v

wir zu folgenden Ausdriicken fiir v

NI RN N ON

K
‘Y‘z 2 Wy T T Wy
(28)
X
2 2
® =22 0 )
Y
Die Geschwindigkeit des Zweiphasengemisches erhdlt man iiber die
Relation
b - -
Demnach gilt wegen (28) fiir die Geschwindigkeitskomponenten des

Substanzgemisches

(29) Vo = ué1> + B uég) T

I

r, 6

wobeil
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K K, 1
(50) (x:—y-g— B:‘.YT<M2 K2—M,} K/l) ,

sind.
Zur Bestimmung der Konstanten A und X kann auf die Bedingungen
(7) zuriickgegriffen werden. Bevor wir aber dazu libergehen, bestim-
men wir noch den Druck p im Zweiphasenmedium.
Nach (9) haben wir die Gleichung

1 2

2 -
— grad p; + rot Q, =K, I (Vj - vi)

Hi i=1
Wenn wir diese beiden Gleichungen jeweils addieren und subtrehieren,

dann gelangen wir zu den Beziehungen

grad Pq = - rot 31
grad P, = - rot ¢, - ¥y~ (v, - v, )
wobel
1Y b
P1 = 1 + 2
b B o K
1Y 1Y
P, = 2 _
Mo Mg

sind. Losen wir dieses algebraische Gleichungssystem auf, erhalten
wir flr i<

S Mg
Pq = (K Py -Fp)
A
(32)
Ko Hp
Pp = —— (K4 Bq+Fy)
Y

Der Druck des gesamten Zweiphasengemisches wird nach der Formel
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D =Wy Pq * Uy Do
berechnet. Setzen wir also hier p; aus (32) ein, so ergibt sich
(33) p =K P,

wobel Pq sich aus (31) ermitteln 1&B+t. Aus der ersten Beziehung

in (31) erhdlt man die beiden Gleichungen

0 P,l g 3
= o —— -—-(¢1sin®)
or r sin ©® 3@
j_ 3 P, :.1 o(r ¢1)
r ol r or

Setzt man hier ¢1 aus (13) ein und integriert die beiden Gleichun-

gen, dann ergibt sich fiir P,l die folgende Formel
A
P, = cos ©
172
und wir konnen wegen (33)

KA
(34) - D = —s COS 6

T
schreiben.
Nachdem p gefunden wurde, konnen wir zur Ermittlung von A wund
K tbergehen, indem wir die Bedingungen (7) zur Hilfe nehmen.
Bilden wir nach (29) die Ableitungen der Geschwindigkeiten nach r
und © wunter Berlicksichtigung von (23) und (25) und setzen die
gewonnenen Ausdriicke sowie die Driicke p und p' aus (34) und
(8) in (7) ein, dann gelangen wir zu folgendem Gleichungssysten

zur Bestimmung von A wund X :



KB &

- KA + 2uGa(5U*a4-2A) = - Ou'o (g-U*a4-A)
(35)
Hg [504(U*a+ A) —?5- BUa(ya+1) 1= - 3u'e (g U*a + 4)

Die erste Gleichung aus (35) liefert

3aUa (2ug+ 3u")
—K+2a(2uG+-5u')

(36) A= -

Setzen wir diesen Ausdruck fiir A in die zweite Gleichung von (35)
ein und beriicksichtigen dabei die Formeln (12), (19), (22) und (30),

dann erhalten wir zur Bestimmung von K die Gleichung

(37) mK + n K+ q =0
wobel
21 Ui, U+ oy U
m = (Cug+p')(1 + 4 y L3 9 22 o
R Lo b kg + Moo
— [, T s Mans (R, —s)
(38) n=apgT qMq T HoHy  HANS LR, —Hy
WakqWoty  Wqlg + Yollp
o (g = 1s)
= Wq¥oll = Hp
Q'—'U-GU

Uabq + Uolo
sind.

Die Gleichung (37) ist bezliglich VK eine quadratische algebraische

Gleichung mit den Losungen

(39) (VE), 5 =2 [-1 + V1 - 2887
’ n

Nach Voraussetzung ist der Wechselwirkungskoeffizient K konstant
und hat nur einen Wert. Welchen der beiden Werte aus (39) nimmt K

an? Wir wahlen das Vorzeichen vor der Wurzel dergestalt, daB VK>0



(41)
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4
ist. Der Ausdruck 1 - —%g muB groBler Null sein, da wir sonst einen
n

komplexen Wert fiir VK bekommen wirden. Wir kénnen TU; und p;
immer so auswdhlen, daB n < 0 ist. Nach (38) wird dann auch g <O .

Da m> 0 ist, wird V1 - —2-911‘“ > 1 . Wir miissen dann in (39) das
n
Vorzeichen (-) vor die Wurzel setzen, damit K> 0 ist. Es ist

also

(40) VR = - 2 [1+ 1 - 339
n

Wéhlen wir in (38) U; wund p,; dergestalt, daB n > O ist, dann
gilt auch q > O . BEs 1&Bt sich leicht zeigen, daB8 VK > O dann
nicht erfillt ist.
Unter Beriicksichtigung von (38) erhalten wir aus (40) schlieBlich
folgenden Ausdruck fiir K :

U o 4“2(“1‘“2>(“1“1+“2“2>

K= {aygU(ug=1o) (Mg +rsops)
Lﬂlr]“2(2u(}+3u ) (M»]l-lq"‘"gug"'z!-l(}) (M,]LL,IU,1+‘M2|.12U92 G

2_
+\[a Uk g (g =to) (Mqug+noks ) = s (2ug+ 3t ) (M +rouo+2ug) (g u/,U1+M2u2U2)f

In den Formeln (36) und (#41) ist die Zdhigkeit des Zweiphasenmediums
e enthalten. Nach Voraussetzung soll Ha konstant sein. Demzufolge
kOonnen wir fir Mo den Wert nehmen, den wir erhalten, wenn wir den
Grenziibergang von einem Fliissigkeitstropfchen zu einem festen kugel-
formigen Teilchen mit dem Radius a vollziehen. Wie in [1] gezeigt

wurde, lautet dann die Formel fir Mo

Wiy Ug + Moly Up

(42) Mg =
Uy U,I + M2U2

Unter Beriicksichtigung von (19), (30) und (42) konnen wir gemdB (27)

und (36) die Konstanten A wund D in der Form
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A= 32 F(ug,mg,nt,Uy)

(43) .

D = >z G(ny 1y ,u",U )
a

schreiben, wobel
F(Mi’p’i i ’Ui> =

(M1u1U1+M2u2U2)[2(M1u1U1+M2u2U2)+3u'(M1U1+M2U2)]

(M1u1+M2u2)(M1U1+M2U2)—2[2(M1u1U1+M2p2U2)+5u'(M1U1+M2U2)1
(44)
G(Mi WMy u! ’Ui) =

(WU o1oU L) (U 9,5 05)

(M1u1+u2u2)(M1U4+u2U2)—2[2(u1p1U1+M2p2U2)+5u'(M4U1+M2U2)]

sind und K sich nach (41) bestimmen 1388%.

Indem wir (43) in (8) einsetzen, erhalten wir fiir die Geschwindig-
keitskomponenten und den Druck innerhalb des Fliissigkeitstropfens

folgende Beziehungen:

5 2 2
v =-5;2 G(Mi,ui,u',Ui)(r -a~) cos @

3

2 2 .
(45) Vé = - '2“;2' G(“iQUi’H"Ui)(ar -a~) sin @
: 15 u'r
p' = —_ar G(Miyui7“"Ui) cos @

Setzen wir A aus (43) in (25) und danach die gewonnenen Ausdriicke
in (28) ein und beriicksichtigen dabei (23), so gelangen wir zu den

nachstehenden Ausdrlicken fiir die Geschwindigkeitskomponenten der
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einzelnen Phasen

—_— 2
(M _ g . a3\ 3a .
'VI‘ - M/]u/]+142“'2{(Mx}u/lU/l'l'ugugUe)( | - r5)+ - F(Mi’ui’“" ’Ul)(/]_ ;g) _
ki3 5 _Y(r—a) 1 1
— u O 1= 251+ 2+ 25)+3 2 6 (— + Y]} cos @
oMo ‘;5 va Yzaz T - '\';2;‘2' }
2
,] T
V6" = S O Uy g aUa) (1 ) = B85y g 0D (1 29 +
r r
T > 3 o —Y(r-a) 1 q
+ nolo UL+ a"‘"z(']"‘ é_+__2,_?3 Y- % 2e (1+ —+-—=—=)]} sin @
(46) = 2r va vy & e Yr y°r
V) o Ty 1 = 5 4 288 R ICI-
T TPt A =tr=he P2 R LA =

—Y(r-a)(_/.l__l_T/l?.)]} cos 6

— 3
+MuU{:’l—a(/|+-—5—+—:_7—2-5 Y+3 2 e
™ _13 Y- a T Yyr yr

Ya

5 2
Vég) = W—(M1N1U1+M2“2U2)(1+ 'Z—B') _%F(Mi’“i’ p' ,Ui)(/] +"a?') -
r r
— 5 -y(r-a) 17
- % uU[’I+———5a (1+i+—?—§3 )—-Eie (’l+——+—-rvg)]} sin ©
L 2r Yya vy & 2r Yr y':r

Die Formel (29) liefert uns die Geschwindigkeitskomponenten fiir das

Zweiphasengemisch

d

3
e ( a 38. _a
Vr"uqqu.gug (b Ugtn oo Un) (1= r3)+ TE (g 1,0, U (7 ;2-) +

_ 5 ~y(r-a) 1 1
+ U ns (-1 )U[ﬂ———za 1+ —5—-+—2-?5 )+—3-§e (—+—=—=)]} cos @
- 172rm e T va y“a T Yyr Y°r

_1 3 3 .
V® = "‘—"—'——Mquq+u2u2{+('M/IU-/IU/|+'H2“2U2)(1 + -é?) + ﬁF(Mi’ui’“" ’Uj_>(/] + ;?> +

-y(r-a)
e v(r-a (1 +—/-I—+—£—2-)]}sin®

Yr yr

] [

+ oo (U= )T+ o 1+ 242 )-2
1772 1 72 _é?; va Ygaz 2

Fir den Druck im Zweiphasenmedium erhalten wir wegen (34)
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(48) F("iyui’“’"Ui) cos ©

e]
1]
W

Wir betrachten noch einige Grenziiberginge. Setzen wir in (45)-(48)
Pq =Pp s Mg =Hs U,l = U2 y SO gelangen wir zu Formeln, fir die
Geschwindigkeiten und Driicke bel der Bewegung eines Fliissigkeits-
trépfchens in einem homogenen Medium, die man z.B. in [3] finden
kann.

Nehmen wir an, daB u' >> By ist. In diesem Falle haben wir es
mit der Bewegung eines festen Partikels in einem Zweiphasenmedium
zu tun, und die Ausdriicke (46)-(48) gehen in die entsprechenden
Formeln fiir die Geschwindigkeiten und Driicke iiber, die in [1] ge-
funden wurden. Dabei zeigt es sich, daB man die filir ein festes
Partikel erhaltenen Formeln noch vereinfachen kann.

In der vorliegenden Arbeit konnte in der Umgebung des Fliissigkeits-
tropfchens der Wechselwirkungskoeffizient K gem&B (41) ermittelt
werden, Wie aus (41) zu ersehen ist strebt K-> 0 , wenn pu' >> My
ist. Nach (12) strebt dann auch 7y -» O . Indem wir nun in (46)-(48)
B o>> My annehmen und den Grenziibergang flir y - O +vollziehen,
gelangen wir zu folgenden vereinfachten Formeln fiir die Bewegung

eines festen kugelformigen Partikels in einem Zweiphasenmedium:

(’I) 2a , &
W{(“ﬂuﬂU'l*“g“eUz) (1-m+ 23]
3 3 2
- s (U-U) [ (1 - &) + 28 (1 -5)73 cos @
22 (Up=Us 3 73 21}
3
(1) _ 1 %a _ a
Ve =vmagng (- OiqUataipUp) [ - g - ]

2

5 5
Un=TU 1 _.g_ a _ 287 (1 r in 6
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(2) _ 3a . a
Ve T W, {OqugUp o U [ = 55 + 1 ]+
+ U (U0 [(1 = a5) + 5a5 (1 - rZ) 1} cos €
M4 (Tx-Ty 3 T3 Z
3
(2) _ 1 3a _ a _
Ve = Womrmgny - (M Uptaigid - g -

3 5 2
_ _ _Ja  a _ 2a _x .
M’l“"](UZ U,I)[(’l or + 5 5) 4—1‘5 (1 ?)]} sin ©

r
(49) 1 5& aB
Vp T COTTRRE7 PN TS {(M’ll‘l’IU’I"'142“2UE)I:/l —or t E;?J +
a2 2
+ 2(“1‘“2)(U2"U1)[(1 - —3‘) '27 1 - ;2)]} cos ©

5
=1 Ja _ &
Vo = Wop g, { U #0011 - 7 - L
5 5 2
+ Wt (=) (Ua=UN[(1 = 22 4 By =280 (1 - £y7) sine
Ao (g =) (To-U ) L 2r Y53 T3 ;E‘]}
— 22 (wp,U, +wopsU,) cos ©
P qRq U4 F UL US

Aus (49) ist zu ersehen, daR beili der Bewegung einer Kugel in einem
Zweiphasenmedium die Geschwindigkeiten und der Druck vom Wechsel-

wirkungskoeffizient K unabhéngig sind.

Die Fallbewegung eines Fliissigkeitstropfens in einem Zweiphasenmedium

Wir betrachten zunachst die Fallbewegung eines festen kugelformigen
Teilchens in einem Zweiphasenmedium, die mit der Geschwindigkeit U
erfolgt.

Es seien p' - die Dichte des festen Teilchens, p; - die Dichte

der Komponenten des Zweiphasenmediums und Pe — die Dichte des
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Substanzgemisches. Dann ist
* *
Pg = MqPq + MpPp = Pq + 07

wobel Py - die reduzierten Dichten der Komponenten sind.

Wenn S - die auf das Teilchen wirkende Schwerkraft, A - die
Archimedische Auftriebskraft und F - die Stokessche Widerstands-
kraft sind, dann gilt

(50) S=A4+ T

Nun sind aber

; _ 4 5 I .
(51) S = 3 np'la’g A = 3 TRa7E
und gem#B [1]

(52) I = 6Ta (M1M1U1 + M2u2U2)

Setzen wir diese Ausdriicke in (50) ein und beriicksichtigen dabei,
dafd U1 = U2 = U 1st, dann gelangen wir nach einfachen Umfor-
mungen zu folgender Formel fiir die Geschwindigkeit eines festen
kugelformigen Teilchens bei der Fallbewegung in einem Zweikompo-

nentenmedium

(53) 5L2 & g o' = (nypk +upl) ]
=§ *

Wakq + Moo

Sind hier o} = p3 und. M, = My , SO erhalten wir die weitbe-
kannte Stokessche Formel fiir ein homogenes Medium.

Wir befassen uns nun mit der Fallbewegung eines Fliissigkeits-
tropfens in einem Zweiphasenmedium. Hierzu bestimmen wir erst
einmal die Widerstandskraft F , die auf den Fliissigkeitstropfen

bel seiner Umstrdmung durch ein Zweiphasenmedium wirkt. Es ist

[2]
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F = é£ (prr cos © - Pre sin @) dS =
(54) - ,
= [ (prr cos & - p.g sin @) 2t a sin® de
o
wobel
avr
= - 2 —=
prr|r=a Pt (ar )|r=a

oV, v,
C) ¢)
p =g G2 -0
re‘r:a G or r I]."::8.
sind. Unter Berilicksichtigung von (47) und (48) erhalten wir nach

Integration aus (54)

. I ( 5(‘4/1 p"IU’I +M2|~12U2> (2“-@“‘3“' ) (2UG+M/| M +"2|-12)
= = mai +
3 [=(rqpgtnons)+2(Rugt3u ') J (M u +nou,5)

(55)
+38(U,y=U, g (va+1) }

wobel vy, B8 wund u, sich nach (12), (30) und (42) ermitteln lassen.
Die Geschwindigkeit U des Fliissigkeitstropfens bel seiner Fall-
bewegung in einem Zweiphasenmedium kdnnen wir aus (50) bestimmen,
indem wir U, =10, = U annehmen, (51) und (55) in (50) einsetzen

und nach U auflosen. Wir erhalten

2
2ag [ p'=(p+0o) I[n g tnops + 1" ]

(56) U =
3(Mabgtoks) [2(m g +uop, ) +30 " ]

Setzen wir in (55) und (56) p: = p; y Mg =Hy 5, Uy =T, , so ge-

langen wir zu den bekannten Formeln von Rybezynski [4] und

Hadamard [5] fiir die Fallbewegung eines Fliissigkeitstropfens in

einem homogenen Medium. Nehmen wir an, daB p' >> s ist, dann

gehen die Formeln (55) und (56) in die Formeln (52) und (53) fiir

die Fallbewegung eines festen kugelformigen Teilchens in einem

Zweiphasenmedium iiber.



- 21 -

4., Einige Bemerkungen zur Bewegung von Gasblischen in einem

Zweikomponentenmedium

Die Bewegung von Gasblasen in fliissigen Mehrkomponentenmedien
ist von groBem Interesse, da man einerseits durch diese Prozesse
wesentliche Informationen {iber die Eigenschaften der Phasen-—
grenzen Gas —Fliissigkeit erhalten kann und sie zum anderen von
ausschlaggebender Bedeutung fiir solche technologischen Prozesse
wie z.B. der Flotation bei der Aufbereitung von Erzen oder der

prneumatischen Mischung in der Nahrungsmittelindustrie ist,

Die Bewegung einer Gasblase in einem fliissigen Zweikomponenten-
medium ist eng mit der Bewegung eines Fliissigkeitstropfens in
einem Zweikomponentenmedium verkniipft, die in den Punkten 1.- 3.
ausfiihrlich behandelt wurde. Falls wir es mit kleinen kugelfdr-
migen Gasbléschen zu tun haben, dann sind die Reynoldszahlen
ebenfalls klein und die Bewegung des Zweikomponentenmediums in

der Néhe der Gasblasenoberfléche kann als zih angesehen werden.

Die Geschwindigkeit der Aufwdrtsbewegung einer Gasblase in einem
Zweikomponentenmedium kann nach der Formel (56) ermittelt wer—
den, indem wir p' und p!' gegeniiber sy und P5 vernach-—

léssigen, Wir erhalten

2 % * 2
(57) go_1 F8lupqtuges) g 278
E kg + Moy Z

[p]

wobel das Minuszeichen darauf hinweist, daB elne Auwartsbewegung
vorliegt., Sind in (57) p: = p; y Hg = 5y dann gelangen wir

zu der bekannten Formel fiir die Bewegung einer Gasblase in einem
Einkomponentenmedium, Die Formel (57) ist anwendbar fiir Re << 1 ’

d.h., wenn fiir den Radius der Gasblase die folgende Beziehung gilt:
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1
5 Mylg + Mol /2
(58) a << [ — - ™
& MqPq * MaPp

Durch Experimente muBl nachgewiesen werden inwieweit die Formeln

aus den Punkten 3 und 4 mit der Realitdt iibereinstimmen.
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