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Dreiphasenstrémung durch ein Rohr mit elliptischem Querschnitt

Die Gleichungen fiir laminare Mehrphasenstromungen, in denen die relativen
Geschwindigkeiten der einzelnen Phasen eine besondere Rolle spielen, sind von
Cu. A. RacumMATULIN [1] aufgestellt worden. Die Strémung jeder Phase wird als
Stromung in einem sich bewegenden und veriandernden pordsen Medium betrachtet,
das durch die iibrigen Phasen gebildet wird. Mit Hilfe der Arbeit [1] kénnen ver-
schiedene Stromungen von Gemischen untersucht werden, die sowohl aus inkom-
pressiblen als auch kompressiblen, sowohl aus idealen als auch zihen Medien be-
stehen. Hierbei kann die Anzahl der Phasen beliebig sein. Auf dem Gebiet der Mehr-
phasenstréomungen in Rohren gibt es eine groBe Anzahl von Arbeiten. Dabei méchte
ich besonders auf die Monographie von D. F. FaisurrLajew [2] hinweisen. In ihr
werden exakte Losungen von laminaren Mehrphasenstromungen in Rohrleitungen
angegeben. So unter anderem auch fiir den Fall der Zweiphasenstrémung durch
ein Rohr mit elliptischem Querschnitt. Befassen wir uns nun mit unserer Aufgabe.

1. Aufgabenstellung

Wir untersuchen die laminare stationire Stromung eines inkompressiblen,
zahen Dreiphasenmediums durch ein Rohr mit elliptischem Queischnitt.
Der Wirmeaustausch wird nicht beriicksichtigt. Die Strémung erfolge ge-
radlinig und parallel zur Rohrachse O x (Abb. 1). Der Rohrquerschnitt hat
die Gleichung

2

(1) T =0,
wobei @ und & die groBe und kleine Halbachse der Ellipse sind.
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Abb. 1.

Da das Medium inkompressibel ist, sind die wirklichen Dichten der Phasen
konstant, d. h.

0; = const. i=1,2,3.
Setzen wir noch voraus, daB die reduzierten Dichten ebenfalls konstant
sind, p; = const. ( = 1, 2, 3), dann sind auch die Porosititen der einzelnen

Phasen konstant, d. h.
fi = é% = const. 1 =1,2, 3.
E

Nach der Definition fiir die Porosititen [1] ist
(2) i+t fi=1.

Da weiterhin die Strémung stationir ist und geradlinig und parallel zur
Rohrachse Ox erfolgt, sind

du; .
(3) CH—0  0,=0 w,=0 =123,
wobei u;, v;, w; die Geschwindigkeitskomponenten der einzelnen Phasen
sind. Dann folgt aus der Kontinuitdtsgleichung, daf3
Eui

(4) M

ox

Unter Bertiicksichtigung von (3) und (4) erhalten wir nacn [1] folgende Be-
wegungsgleichungen fiir die drei Phasen :

. 02u; . .
(5) jilui(gyg + 070) ZAI M —M f = ,2,3'
Hier sind
u; — die Geschwindigkeiten der Phasen
ti — die Porositdten der Phasen
i — die Zahigkeitskoeffizienten der Phasen
K;; — der Wechselwirkungskoeffizient der j-ten Phase mit der i-ten Phase,
wobel Kji = Kf'i
P — der Druck.
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In den Gleichungen (5) ist die linke Seite unabhingig von #, die rechte Seite
aber ist eine Funktion von ». Eine solche Gleichung ist nur dann méglich,
wenn die rechte Seite konstant ist, d. h.

op

2. = N = const.
X

Deshalb hat das Gleichungssystem (5) die Form

(6) fits (aazfi M)+Z’K (; —w) = ;N i=1,23,

Da alle drei Phasen als zihe Medien angesehen werden, erhalten wir in
jedem Querschnitt des Kanals folgende Randbedingungen (Haftbedin-

gungen)
(M 1w, = 0 i=1,2,3 auf der Ellipse (1).
Unsere Aufgabe besteht nun darin, das Gleichungssystem (6)—(7) zu lésen.

Gesucht sind also die Geschwindigkeiten und die Durchsitze der einzelnen
Phasen.

2. Die Geschwindigkeiten der Phasen
Addieren wir in (6) die einzelnen Gleichungen und beriicksichtigen dabei (2),
dann erhalten wir

N
(M o T =N

wobel

(8) 2

Die Losung der Gleichung (7), die der Randbedingung 77 = 0 auf der Ellipse
gentiigt, ist

(9) V= (52 +E 1).

Setzen wir (9) in (7) ein, dann gelangen wir zu einem Ausdruck fir L,
wonach (9) die Form
(10) V=s@rmleTa
annimmt. Beriicksichtigen wir (8) und (10), dann hat die Geschwindigkeit
der dritten Phase folgende Form

 huw o fam Na*b? I
(t1) s = f:“sul faﬂsuQ 2fyp (a 24 b?) (b2 a? 1)'
Addieren wir nun in (6) die Gleichungen fiir die zweite und dritte Phase
sowie die Gleichungen fiir die erste und dritte Phase und beriicksichtigen (11),

N 2 )2 2
a?b? (1 2_1)
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dann gelangen wir zu dem Gleichungssystem

oy 0211,[ 1 Kya2b? (yz 22 )}
_1 — - 5 5 75 — —1
(1‘)) l ay? uy + Bit? N '/‘l 2f11“1f.’!1u3 (a2+ b_)) b2 + a? 7
& 62142 6‘ 1 I(23 az bz 9 ZZ )1’
o N 622 -Gt Dy = N{ﬁz T 2fopy fypy (a2 + 02 (7 + a2z t IE
wobel
4 - Eut Ky K
i f3ﬂ3
B = If” _ fora
fiin 3 fy o fams
(13) C_ Kot Ky | Ky
e fat
o Btz o S
fitu = fattafaps -

Aus dem Gleichungssystem (12) und den Randbedingungen %, — #y = 0
auf der Ellipse bestimmen wir nun die Geschwindigkeiten der Phasen u,
und #,. Das Gleichungssystem (12) ist ein System von linearen Differential-
gleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Wir 1sen
dieses Gleichungssystem mit Hilfe der Methode von D’ALEMBERT. Wenn wir
die erste Gleichung in (12) mit einer gewissen Zahl M multiplizieren und
dann die erhaltene Gleichung mit der zweiten Gleichung addieren, gelangen
wir zu der Beziehung

[

56—22' (M oty + uy) + - o (Mg + uy) + (MB —C) [_J;X{;LJFCD uy + ”2]
RNV Kw“”{) y2oo2 ]
(14) =N {ZW [M 2 fim fams (a® + 0?) (bQ T 1)

K2o a2 b' ﬁ N 1
- 2y oo fots (a2 + %) (b° o))
Wir wihlen M so, daB die Gleichung

—MA+D
M= yp_c

erfiillt ist. Hieraus finden wir

. C—A)LY(C=A)2+4BD .
(15) My, — Ve

Die Gleichung (14) 1aBt sich dann wie folgt schreiben

D
=]
q v

gj—m U vP—~Qy-— ;—Rzﬂ.

(16)

Q)\ [\5)

5 +

>

<
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Hier sind

U=Mu, + uy m2=C — MB
T ‘I 1 | 1 )
PN (M Jﬁa) 3 a2 S
- S = b2S

N

_ N MKJS Has
*fslls(“2+52)( S +f2,uz)‘
Die Randbedingung fiir die Gleichung (16) ist: U = 0 auf der Ellipse.

Die Losung der Gleichung (16) suchen wir in der Form

(17) U=U, + U,,

wobei U, die partikulidre Losung der inhomogenen Gleichung und U, die
allgemeine Losung der homogenen Gleichung sind.

Wie wir uns leicht iiberzeugen konnen, ist die partikuldre Losung der
inhomogenen Gleichung gleich

L ) )+ R
(18) U, = ;;15{'2’(93" + R 2% — (P (Vm_ )}
Zur Bestimmung von U, haben wir die Gleichung

PU, | U, e
(19) Tyt +°¢ 852 —m2U,y = 0.

Gehen wir in dieser Gleichung zu elliptischen Koordinaten nach den For-
meln
(20) z = h sh& siny
v = hchécosy
iiber, wobei i — b2 — a2, dann erhalten wir die Gleichung
2Uy  0*Uy  h?m?

(21) ﬁ + arfl" — *;*' (Cl 25 — COS )1]) [J) = 0.

Die Losung dieser Gleichung suchen wir in der Form

(22) Uy = (&) y(n)-

Setzen wir (22) in (21) ein, gelangen wir zu der Gleichung
1 d? h2m? 1 d% /1 m?

(23) g w RS = G

Da die linke Seite von (23) unabhingig von 5 und die rechte Seite unab-

hingig von & ist, miissen beide Seiten gleich einer konstanten GroBle 4 seir .

Wir erhalten demzufolge zwei gewdhnliche Differentialgleichungen

(1 +20ch28p =0
(24) %y

dn?

cos 2.

+ (2 +20cos2n) y=0,

]1 22

wobel @ = 4+ —
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Die Gleichungen (24) sind die Matnieuschen Differentialgleichungen [2],
(3, [4]. Ist © bekannt, dann bezeichnet man den Wert 2, fiir den eine perio-
dische Losung existiert, als Eigenwert, und die entsprechende periodische
Losung wird MATuieusche Funktion genannt. Die MaTnieuschen Funk-
tionen sind also die Eigenfunktionen des STUrRM-L10oUVILLEschen Randwert-
problems fiir die Gleichungen (24). Hierbei sind ce, (3, ), se,(y, 0) die
geraden und ungeraden MaTHIEUschen Funktionen, die der zweiten Glei-
chung in (24) geniigen, und Ce, (§, @), Se, (£, ©) die geraden und ungeraden
MatHIEUschen Tunktionen, die der ersten Gleichung in (24) geniigen.
Die entsprechenden Eigenwerte werden mit a,, () und b, (@) bezeichnet.
Wir sehen also, dall U, aus dem Produkt zweier beliebiger MATHIEUschen
Funktionen besteht, die die Losungen der Gleichungen (24) fiir ein und
dieselben 2 und @ sind. Die Stromungsgeschwindigkeit ist in jedem Quer-
schnitt beziiglich der groflen und kleinen Achse der Ellipse symmetrisch
verteilt. Diese Symmetrieeigenschaft der Stromung wird durch den Aus-
druck der Form Ce,, (&, —0) ce,, (5, —©) gewiihrleistet. Man kann zeigen,
dall das auch die einzige Darstellungsweise fiir die Produkte von
MaTHIEUschen Funktionen ist, die der Gleichung (21) geniigt. Wir kénnen
also die Losung der Gleichung (21) in der Form

(25) U, = 2 Cn CC'_’n (E! "'(j) CCoy (’/r _(.))

B n =0

schreiben. Hierbei sind C, die Integrationskonstanten und [3’

e, (1, — O) = (—1)" 3] (1) AL cos (2m)
=0

Cesnls, — O) = (—1)" 3] (=) AL ch(2r8),
7=0

wobei AL konstante Zahlen sind, die von 4 und @ abhingig sind und sich
nach folgenden rekurrenten Formeln bestimmen lassen :

20dg]2 4+ 3 Ay =
r=0

A, 04, =0

‘

L A =0,,(0), 723 ...

Zur Bestimmung von 2 haben wir die transzendente Gleichung
e

(=4 A, — O (dy, s + Ay,.5) = 0

— 022 ;
. / =10, (0).
~= L O 64 Q2 (0)
T4 T e2576
t—
16 1 /.
o360

|3
[
(]



Unter Berucksichtigung von (18) und (25) hat die Losung (17) der Gleichung
(16) die Form

U = ,,l, ) 2 (Q ch?& cos?ny + R sh2& sin?y) — (P — OR)}

(26)
+ 2 Cn ("()2}1 (‘E» - 0) Clyy (7/’ - ('))

n=0
Indem wir auf der Ellipse U = 0 setzen, erhalten wir eine Beziehung zur
Bestimmung der Konstanten C,. Es ist

W\(V+W—quzgyg&mmr—wwmm_ey

w2 |7\ 1t m

Wir multiplizieren beide Seiten dieses Ausdrucks mit ce,, (5, — @) und
integrieren tiber 4 von 0 bis 2.

Infolge der Orthogonalititseigenschaften der MatuiEuschen Funktionen
erhalten wir dann

J i @] + R \ N

AN+ ) Q,Jwﬂm 0) dy
= C, Ce,, (5, — 0O) [ ey, (, — O) dy.

Da aber [2]

27

f o, (y, —O)dy = (—1)"2x AF"
0

[ céln, — O)dy = =,
0

lassen sich die C, nach der Formel

B A NI

T Ce,,, 5(,,-—() v 1) m2

bestimmen. Nach Einsetzen von (27) in (26) hat dann die Losung der
Gleichung (16) die Form

=7

. | , 0+ R )

U = m"{ (Q ch2& cos?y + R sh2&sin2y) — (P — =3 ) +

28 (D 1 R L Cey, (&, —=0) cey, (1, —O

( )+2p(4+ y— ‘IZ T N
i 1 m: = Ce, (arc ch W ~-(—)) f -

Aus (28) lassen sich nun die Geschwindigkeiten der Phasen 2, und #., be-
stimmen, indem wir in (28) M, und M, aus (15) einsetzen und dann das
lineare algebraische Gleichungssystem

My, + uy = 3, %) %= 1,2,



wobel

1 (h? . Qun+ R,
Zz(5:77) - 7”5 {; (Q/ 61125 C05277 + Rz S/I:& 511]277> - (P/ - NMiﬂ'i)

m?2
M, 1 Ot R G oy Cl2n (&, —6,) cs, (1, — @)
29 + [2 N (— + —) ] M)A -
(29) y 1o 1112 ,:/o( ! Ces, (arc ch % — @,,)

nach #; und u, auflésen. Wir haben dann folgende Formeln fiir die Ge-
schwindigkeiten der Phasen:

. Z2— X1 o 14)/1 }[l/’
(30) ™M= T T, oM
und wegen (11)
S fams Nhza?b?  fch?éEcos?y sh’gsm 1]
31) wu, = U — 7 Y . S 1]
(31) u, T fams U fams 2T 2fyps (a2 4 02) b2

Betrachten wir den Ubergang von einem Rohr mit elhptischem Querschmtt
zu einem Rohr mit kreisférmigem Querschnitt, dann stellen wir fest, daf3
die Formeln (30) und (31) in die Formeln iibergehen, die in [2] fiir die
Geschwindigkeiten der Phasen bei einer Dreiphasenstrémung durch eine
Rohrleitung mit kreisformigem Querschnitt erhalten wurden.

3. Die Durchsitze der Phasen

Die Durchsitze der Phasen lassen sich nach folgender Formel bestimmen

(32) Q= [[ u, (& 1) ds i=1,23

oder

(33) o =" [ [ (&) (ch 28 — cos 20) dy de.
‘EU O

Durch Einsetzen von (30) und (31) in (33) gelangen wir zu folgenden For-
meln fiir die Durchsitze der einzelnen Phasen:

2, :%f' B 11,_?}1
(34 9= g e R

Q== e+ g T
wobeil .
(35) w, = j“]nzz(é', n) (ch 2& — cos 2y) dy d& % =1,2

-50
Setzen wir (29) in (35) ein, dann konnen wir e, in zwei Integrale auf-
spalten

(36) w
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wobel

° 2 M, 1 L + R haid (— 1) A(?n)
NG I e Bl IO WA 0«
D T [A ( T /1._,) m2 ] {S; Ceny (Eoi—6,)
& 2
ch o (&, — O)) ce,, (1, — 0,) (ch 28 — cos 2n) dn d&.

- :u 0
Die Integrale »" lassen sich leicht ausrechnen, und wir erhalten

(37) o) = ”,_;’iﬁ {Q b2 — 4[N (,,, 1) ~%”+‘,R“]}.

mZ 1y o m
Beziiglich der Berechnung der Integrale, die in die Formel fiir »”) eingehen,
kann man in der Monographie [4] nachlesen. Nach der Integration erhalten
wir fiit o7

> 2 M, 1 L4 R, - __qyn 42 n)
o = 2100 (Mg 1) - PR 5y I s (apman
* 2m m m o m2 b
- * n=0 Ces, |arc clz — 0,

(38) + 2(__1)7+1 2 ( 1())1) 1 ’n D e — ‘4‘(2.3:1) ‘4&.21/) =+
+ A AGY, )sh 2r (arc ch Z)}

Setzen wir (37) und (38) in (36) und danach (36) in (34) ein, erhalten wir
endgiiltig die Formeln fiir die Durchsitze der Phasen.

Die Struktur der Formeln fiir die Geschwindigkeiten und Durchsitze der
Phasen ist recht kompliziert. Die in der vorliegenden Arbeit erhaltenen
Formeln (30), (31) und (34) enthalten noch die unbestimmten GréBen
K, K, K, die die Wechselwirkungskoeffizienten zwischen den einzelnen
Phasen darstellen. Die Bestimmung dieser Koeffizienten ist mit groBen
Schwierigkeiten verbunden. Rein theoretisch diese Koeffizienten zu be-
stimmen, ist eine sehr komplizierte Aufgabe aus dem Gebiet der theore-
tischen Physik. Hierbei ist es noch nicht gelungen, geeignete Modelle fiir
die Prozesse der Wechselwirkung zwischen den Molekiilen der verschiedenen
Phasen zu entwickeln. Gegenwiirtig gibt es eine gewisse Anzahl von halb-
empirischen Methoden zur Bestimmung der K;; [2]. Dabei mul} aber gesagt
werden, dall diese Methoden noch bei weitem nicht ausreichen, um die in
der Praxis auftretenden Probleme zu losen. Es besteht also noch ein sehr
akuter Bedarf an Methoden zur Bestimmung der K;. Dabei kommt man
zur Zeit hochstwahrscheinlich ohne Experimente nicht aus.
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Symmetrie und Kosmologie

Seit EppiNGTON ist wiederholt die Vermutung ausgesprochen worden, daf3
zwischen Kosmologie und Atomphysik enge Beziehungen bestehen, indem
aus atomphysikalischen Beziehungen kosmologische Daten deduzierbar
sind und umgekehrt. In der Tat liefert die Forderung der Selbstkonsistenz
und globalen Giiltigkeit der physikalischen Grundgesetze notwendige
Bedingungen fiir die raum-zeitliche Topologie des Kosmos, wobei insbe-
sondere bestimmte Klassen von Anfangs-, Rand- und Eindeutigkeits-
bedingungen gefordert werden — ein Gesichtspunkt, den bereits EINSTEIN
in seinen ersten Untersuchungen zur relativistischen Kosmologie hervor-
gehoben hat. Umgekehrt gibt die tatsidchliche topologische Struktur des
Kosmos bestimmte Anfangs- und Randbedingungen fiir die physikalischen
Gesetze vor, und es ist zu erwarten, dal3 diese Vorgabe besonders fiir die
weitreichenden Felder von Bedeutung werden [bzw. fiir Felder, deren Quan-
ten die Ruhmasse Null haben (Photonen, Neutrinos, Gravitonen)]. Hierzu
sind die Beziehungen von Gravitationstheorie und Kosmologie seit EINSTEIN
ja evident.

HEISENBERG hat in der letzten Zeit verschiedentlich auf einen weiteren,
komplementidren Gesichtspunkt hingewiesen: Der aktuelle Kosmos ist nur
einmal gegeben und ist daher eime Realisierung von einer unendlichen
Mannigfaltigkeit moglicher Kosmen. — So lassen die EiNsTEINschen Gra-
vitationsgleichungen eine Mannigfaltigkeit von kosmologischen Lésungen
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