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Dreiphasenströmung durch ein Rohr mit elliptischem Querschnitt

Die Gleichungen für laminare Mehrphasenströmungen, in denen die relativen
Geschwindigkeiten der einzelnen Phasen eine besondere Rolle spielen, sind von
Ch. A. Rachmatulin [I] aufgestellt worden. Die Strömung jeder Phase wird als
Strömung in einem sich bewegenden und verändernden porösen Medium betrachtet,
das durch die übrigen Phasen gebildet wird. Mit Hilfe der Arbeit [I] können ver-
schiedene Strömungen von Gemischen untersucht werden, die sowohl aus inkom-
pressiblen als auch kompressiblen, sowohl aus idealen als auch zähen Medien be-
stehen. Hierbei kann die Anzahl der Phasen beliebig sein. Auf dem Gebiet der Mehr-
phasenströmungen in Rohren gibt es eine große Anzahl von Arbeiten. Dabei möchte
ich besonders auf die Monographie von D. F. Faisullajew [2] hinweisen. In ihr
werden exakte Lösungen von laminaren Mehrphasenströmungen in Rohrleitungen
angegeben. So unter anderem auch für den Fall der Zweiphasenströmung durch
ein Rohr mit elliptischem Querschnitt. Befassen wir uns nun mit unserer Aufgabe.

1. Aufgabenstellung

Wir untersuchen die laminare stationäre Strömung eines inkompressiblen,

zähen Dreiphasenmediums durch ein Rohr mit elliptischem Querschnitt.

Der Wärmeaustausch wird nicht berücksichtigt. Die Strömung erfolge ge-

radlinig und parallel zur Rohrachse O x (Abb. I). Der Rohrquerschnitt hat

die Gleichung

(I) Z2 y2ai + bz _ 1 " O,

wobei a und b die große und kleine Halbachse der Ellipse sind.
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Abb. 1.

Da das Medium inkompressibel ist, sind die wirklichen Dichten der Phasen
konstant, d. h.

* O

Qi — const. i — 1, 2, 3.

Setzen wir noch voraus, daß die reduzierten Dichten ebenfalls konstant
sind, Qi — const. (i — 1, 2, 3) , dann sind auch die Porositäten der einzelnen
Phasen konstant, d. h.

Qi
Ji " Qji " const. i — 1, 2, 3.

Nach der Definition für die Porositäten [I] ist

(2) fi + 12 + 1'3 - 1.

Da weiterhin die Strömung stationär ist und geradlinig und parallel zur
Rohrachse 0% erfolgt, sind

(3) a,;! — O Ü, - O ü), = O i — 1, 2, 3,

wobei u,, Z/j, 70j die Geschwindigkeitskomponenten der einzelnen Phasen
sind. Dann folgt aus der Kontinuitätsgleichung,. daß

(4) 8"' _ O.
8x

Unter Berücksichtigung von (3) und (4) erhalten wir nach [I] folgende Be-
wegungsgleichungen für die drei Phasen :

(5)
i: µ, (ä,';' + ä,',;') + E K,, (ü, ü,) - L :t i 1, 2, 3.

Hier sind

uj — die Geschwindigkeiten der Phasen
.li — die Porositäten der Phasen
µ.1 — die Zähigkeitskoeffizienten der Phasen
Kii — der Wechselwirkungskoeffizient der j-ten Phase mit der i-ten Phase,

wobei Kji " Kjj
p — der Druck.
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In den Gleichungen (5) ist die linke Seite unabhängig von %, die rechte Seite
aber ist eine Funktion von %. Eine solche Gleichung ist nur dann möglich,
wenn die rechte Seite konstant ist, d. h.

:t — N — const.

Deshalb hat das Gleichungssystem (5) die Form

(6) f,µ, (j'y",' + 8:::) + it Kil (ü, ü,) f, N i — 1, 2, 3.

Da alle drei Phasen als zähe Medien angesehen werden, erhalten wir in
jedem Querschnitt des Kanals folgende Randbedingungen (Haftbedin-

gungen)

(7) u, — O i — 1, 2, 3 auf der Ellipse (I) ·

Unsere Aufgabe besteht nun darin, das Gleichungssystem (6) -(7) zu lösen.
Gesucht sind also die Geschwindigkeiten und die Durchsätze der einzelnen

Phasen.

2. Die Geschwindigkeiten der Phasen

Addieren wir in (6) die einzelnen Gleichungen und berücksichtigen dabei (2)g

dann erhalten wir
d2V j)2j7

(7) ??y'" + as " N,

wobei

3

(8) V — F .fi µi "i·
1=1

Die Lösung der Gleichung (7), die der Randbedingung V — O auf der Ellipse

genügt, ist

(9) V - L j;: + :: - ').

Setzen wir (9) in (7) ein, dann gelangen wir zu einem Ausdruck für L,

wonach (9) die Form

V == Na2b2 |y2 + z2_ _ I)(10) 2 (a2 + b2) ba a"

annimmt. Berücksichtigen wir (8) und (10), dann hat die Geschwindigkeit

der dritten Phase folgende Form

(") "' " _ Z::"' " Z::"' + 2f,:;:":b') (i:+:: - ').

Addieren wir nun in (6) die Gleichungen für die zweite und dritte Phase
sowie die Gleichungen für die erste und dritte Phase und berücksichtigen (11),
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dann gelangen wir zu dem Gleichungssystem

(12) |'¢t" +'Zt!- - A u, + Bu, - N |:i " 2f, µ,:';::a'2', b2) ({: + i:',- - I)}

a2u2 02u2 == N{1 K23 a2 jj2 I y2 z2
bSi "r "g,ii Cu2 + Duj µ2 " 2f2 µ2£3µ3 (a2 + b') jji + a2 — I)},

wobei

(13)

A K12+ K13 + 5"
lt µl J3µ3

B - ::: - Kl3,f, q;,',,

C _ "';,:,"" + k::
D _ K" — K23 f f' µ'

fj µ1 2 µ2f3 1'3 '

Aus dem Gleichungssystem (12) und den Randbedingungen uj — u2 — O
auf der Ellipse bestimmen wir nun die Geschwindigkeiten der Phasen uj
und u2. Das Gleichungssystem (12) ist ein System von linearen Differential-
gleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Wir lösen
dieses Gleichungssystem mit Hilfe der Methode von D'ÄLEMBERT. Wenn wir
die erste Gleichung in (12) mit einer gewissen Zahl M multiplizieren und
dann die erhaltene Gleichung mit der zweiten Gleichung addieren, gelangen
wir zu der Beziehung

Ei (M u, + u2) + ::', (M u, + u2) + (MB — C') [ I:BA +; u, + u,|

(14) — N {M [-I _ Ki3 a'b' ,) (y' "'
µl 2jj µi 3µ3 (a2 + b

b' + "a2 " I)]

+ 1 K23 a2 b2 ) (y2. + z2 1 )]} .
L'; " 2f2 µ2f3µ3 (a2 + b2 bii a.2

Wir wählen M so, daß die Gleichung

— MA + D
M " M B — C

P

erfüllt ist. Hieraus finden wir

" (C-A)±}'(C—A)'q-4BD.(15) M1,2 " 2 B

Die Gleichung (14) läßt sich dann wie folgt schreiben

(16) a;; + a;; m' U — P : Q y' : R Z".

22Ö ---.



Hier sind
U — M ul + u2 m' — C — MB

P — N(:+ A)+ :a'b'S

Q — a' S R _ b' S

' " f,µ,:+b') C,:," " j:;:").

Die Randbedingung für die Gleichung (16) ist: U — O auf der Ellipse.
Die Lösung der Gleichung (16) suchen wir in der Form

(17) U — U, + U,,

wobei U, die partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichyng und U, die
allgemeine Lösung der homogenen Gleichung sind.
Wie wir uns leicht überzeugen können, ist die partikuläre Lösung der
inhomogenen Gleichung gleich

(ib) u, - :5|: (qy' + r z') - Ip - q :,"-|}.

Zur Bestimmung von U2 haben wir die Gleichung

(19) Qä'is- + C;;' _ m,' U., — O.

Gehen wir in dieser Gleichung zu elliptischen Koordinaten nach den For-

meln
(2·0) z — h shS sin y]

y — h eh g cos ¶
über, wobei h == lr/'b2 — a2, dann erhaltCn wir die Gleichung

(21) 82U2 82U.2 _ ]j2 m2as' + ac" 2 (eh 2S — cos 2¶) U2 — O.

Die Lösung dieser Gleichung suchen wir in der Form

(22) U2 — g" (S) 1P (y)·

Setzen wir (22) in (21) ein, gelangen wir zu der Gleichung

(23) 1 d2go _ /j2 nl2 1 d21p _ /j2 m2
q) äS' 2 'h 2S " " IP dvj' 2 "OS 2n.

Da die linke Seite von (23) unabhängig von n und die rechte Seite unab-
hängig von S ist, müssen beide Seiten gleich einer konstanten Größe Z seir.
Wir erhalten demzufolge zwei gewöhnliche Differentialgleichungen

;;: - (A + 2 0 eh 2$) q' - O

(24) :;: + (Z + 2 C) COS 2¶) 1P - O,

wobei C) _ + !":!!?.
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Die Gleichungen (24) sind die MATHIEUschen Differentialgleichungen j2],

[3], j4]. Ist C) bekannt, dann bezeichnet man den Wert Z, für den eine perio-
dische Lösung existiert, als Eigenwert, und die entsprechende periodische

Lösung wird MATHIEUsche Funktion genannt. Die MATHIEUschen Funk-

tionen sind also die Eigenfunktionen des STURM-LIoUvILLEschen Randwert-

problems für die Gleichungen (24); Hierbei sind ce,, (q, 6j), Sen(¶, 0) die .

geraden und ungeraden MATHIEUschen Funktionen, die der zweiten Glei-

chung in (24) genügen, und Ce,, (S, 0), Sen (S, D) die geraden und ungeraden '

MATHIEUschen Funktionen, die der ersten Gleichung in (24) genügen.

Die entsprechenden Eigenwerte werden mit an (0) und bn (0) bezeichnet.

Wir sehen also, daß U2 aus dem Produkt zweier beliebiger MATHIEUschen -

Funktionen besteht, die die Lösungen der Gleichungen (24) für ein und

dieselben 2 und 0 sind. Die Strömungsgeschwindigkeit ist in jedem Quer- '

schnitt bezüglich der großen und kleinen Achse der Ellipse symmetrisch

verteilt. Diese Symmetrieeigenschaft der Strömung wird durch den Aus-

druck der Form Ce2n (E, — 0) Ce2n (?1> — D) gewährleistet. Man kann zeigen,

daß das auch die einzige Darstellungsweise für die Produkte von

MATHIEUschen Funktionen ist, die der Gleichung (21) genügt. Wir können

also die Lösung der Gleichung (21) in der Form

CK)

(25) U2 — mr Ch Ce= (S, — 6)) Ce2n (y, — O)
n = O

schreiben. Hierbei sind Cn die Integrationskonstanten und [3]
CKJ

Cegn (y, — (9) " (— I)" F (— I)' At?") COS (2'q)
r-0

cmCe7n (S, — FB) — (— I)" ,E' (— I)' Ag") eh (2v S),
y=0

wobeiAl':") konstante Zahlen sind, die von A und C) abhängig sind und sich
nach folgenden rekurrenten Formeln bestimmen lassen :

CKJ

2[Ao]' + F [A2,]' — 1
r=0

ZA,, — 0A, — O

(Z — 4F) A2, C) (A2,_, + A2,,2) = O, Z " Q,J0), y — 2, 3, . . . .

Zur Bestimmung von 2 haben wir die transzendente Gleichung

Z " 1 _ ). _ " E"/:),,'64 - A "- Q2n((g)).

4 1 _ jz; _ :'/'57::6 . .
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Unter Berücksichtigung von (18) und (25) hat die Lösung (17) der Gleichung
(16) die Form

(26)

U " ,X' (Q ch"S cos'¶ + R shüi sin'q) — Ip _ Q fR|}

C>0

+ E C,, Ce,n(S, — 6j) Ce2n(¶y — 0).
n-O

Indem wir auf der Ellipse U — O setzen, erhalten wir eine Beziehung zur
Bestimmung der Konstanten Cn. Es ist

:,M2 + :J - Q-::} - E Cn Ce,n (So, - 0) cegn(q, '9).

Wir multiplizieren beide Seiten dieses Ausdrucks mit ce2p ('b — O) und
integrieren über 7j von O bis 271.
Infolge der Orthogonalitätseigenschaften der MATHIEUschen Funktionen
erhalten wir dann

:,{N i: + :J — Q fl?} i"Ce2n('b — D) dq

2n

— C, Ce,,, (So, — CB) f ":n (y, — 0) dq.
O

0

Da aber [2]
2n
I Ce,n(¶, — O) d4 — ( —I)" 2 7t Ar

O

2n

f 'e:n ('b — O) dg — n,
O

lassen sich die Cn nach der Formel

(27) Cn — :,, :t::(:,!'")0) {N (: + :,) _ Q :,,R}

bestimmen. Nach Einsetzen von (27) in (26) hat dann die Lösung der
Gleichung (16) die Form
U — :,{:' (Q ch'$ cos' q + R sh4 sin'q) — (P _ Q :,R) +

(28) + 2 [N C: + :J _ Q :,R] ,# (—I)" At'n) C'::::g(a: ;;'j; E,)g)} .

Aus (28) lassen sich nun die Geschwindigkeiten der Phasen u,j und u2 be-

stimmen, indem wir in (28) M1 und M2 aus (15) einsetzen und, dann das

lineare algebraische Gleichungssystem

Mx Ilj + u2 " L,($) y) X — 1, 2,
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wobei
USni) _ ,,:2 l/: (Q, eh" S cos'¶ + R, sh'S sin'q) (R Q";;j

(29) +|2N(:" + ],) Q" ,:,R"| E( I)" AZn) C"n (S, —%) ':,2n (n., -Eh,)
x n =0 Ce2n (arc eh h" y " "X)

nach ul und u2 auflösen. Wir haben dann folgende Formeln für die Ge-
schwindigkeiten der Phasen:

(30) Z2 -- Xi
ul " M2 — Ml '

M2 Zi — /Wj Z2
u2 " " M, — iüj

und wegen (11)

f· . · jY/j2 a2 b2 ""ch2Scos2 q sh2$sin2n
(31) u,, — — {' :: ".1 £::: "' + 2f,,µ3(a'+ b') .""" b2"" + a, r I].

Betrachten wir den Übergang von einem Rohr mit elliptischem Querschnitt
zu einem Rohr mit kreisförmigem Querschnitt, dann stellen wir fest, daß
die Formeln (30) und (31) in die Formeln übergehen, die in [2] für die
Geschwindigkeiten der Phasen bei einer Dreiphasenströmung durch eine
Rohrleitung mit kreisförmigem Querschnitt erhalten wurden.

3. Die Durchsätze der Phasen
' d

Die Durchsätze der Phasen lassen sich nach folgender Formel bestirnmen

(32) Qi — ii .(f üj($, y) ds i — 1, 2, 3

oder

(33) Q, /t'y; j' j" u, ($g 'I) (eh 25 COS 2 q) dg dS.
-S,, O

Durch Einsetzen von (30) und (31) in (33) gelangen wir zu folgenden For-
meln für die Durchsätze der einzelnen Phasen :

Q, — : .fj h' ,W"; " ::,

(34) -Q, — !i f., /,2 %": : 2: "'

Q3 - - i:: -Ql + :: Q2 + ,µ,:,:':':2) },

wobei
S,) 2n

(35) C'),, — ,I ,f L,(Sg q) (eh 2 S — COS 2q) dn dS X — 1, 2.
- S, O

Setzen wir (29) in (35) ein, dann können wir o), in zwei Integrale auf-
spalten

(36) (D, — 4') + 4'),
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wobei
(dL') " :2 i: ,j1h: (Q, chiS cosbj + R, sh'9 sin'n) —

(P, Q"::R")} (eh 2S cos 2q) d'n dS

d" - m: |N(':" + :J Q"::"]. nE ,! , :::,^Z::) X

$(1 ')71

X J' f Ce2n (S, — Q,) Ce2n (¶> — Q,) (eh 2S — COS 2n) dq dS.
- E,, O

Die Integrale cu!') lassen sich leicht ausrechnen, und wir erhalten

(37) coj" " ;;: 1q>, b' — 4 [lV t:" + J,) ---- Q" :2r1}.

Bezüglich der Berechnung der Integrale, die in die Formel füre eingehen,
kann man in der Monographie [4] nachlesen. Nach der Integration erhalten
wir für cUt')

d," ;:;; |N(:" + ,:J Q":;j nt C,,,((,,:):,:b:' E,,) 12(At[:')"ab+

(38) + E (-I)'"' :' (At::' Ajj"',,z - aE? a!',:2 -F
Y = 1+ Ah[:' Ag"l2,,jsh 2y (arc eh : )l.

Setzen wir (37) und (38) in (36) und danach (36) in (34) ein, erhalten wir
endgültig die Formeln für die Durchsätze der Phasen.
Die Struktur der Formeln für die Geschwindigkeiten und Durchsätze der
Phasen ist recht kompliziert. Die in der vorliegenden Arbeit erhaltenen
Formeln (30), (31) und (34) enthalten noch die unbestimmten Größen
Kl2, K13, K23, die die Wechselwirkungskoeffizienten zwischen den einzelnen
Phasen darstellen. Die Bestimmung dieser Koeffizienten ist mit großen
Schwierigkeiten verbunden. Rein theoretisch diese Koeffizienten zu be-
stimmen, ist eine sehr komplizierte Aufgabe aus dem Gebiet der theore-
tischen Physik. Hierbei ist es noch nicht gelungen, geeignete Modelle für
die Prozesse der Wechselwirkung zwischen den Molekülen der verschiedenen
Phasen zu entwickeln. Gegenwärtig gibt es eine gewisse Anzahl von halb-
empirischen Methoden zur Bestimmung der K,i [2]. Dabei muß aber gesagt
werden, daß diese Methoden noch bei weitem nicht ausreichen, um die in
der Praxis auftretenden Probleme zu lösen. Es besteht also noch ein sehr
akuter Bedarf an Methoden zur Bestimmung der Ki. Dabei kommt man
zur Zeit höchstwahrscheinlich ohne Experimente nicht aus.
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Symmetrie und Kosmologie

Seit Eddington ist wiederholt die Vermutung ausgesprochen worden, daß
zwischen Kosmologie und Atomphysik enge Beziehungen bestehen, indem
aus atomphysikalischen Beziehungen kosmologische Daten deduzierbar
sind und umgekehrt. In der Tat liefert die Forderung der Selbstkonsistenz
und globalen Gültigkeit der physikalischen Grundgesetze notwendige
Bedingungen für die raum-zeitliche Topologie des Kosmos, wobei insbe-
sondere bestimmte Klassen von Anfangs-, Rand- und Eindeutigkeits-
bedingungen gefordert werden - ein Gesichtspunkt, den bereits Einstein
in seinen ersten Untersuchungen zur relativistischen Kosmologie hervor-
gehoben hat. Umgekehrt gibt die tatsächliche topologische Struktur des
Kosmos bestimmte Anfangs- und Randbedingungen für die physikalischen
Gesetze vor, und es ist zu erwarten, daß diese Vorgabe besonders für die
weitreichenden Felder von Bedeutung werden [bzw. für Felder, deren Quan-
ten die Ruhmasse Null haben (Photonen, Neutrinos, Gravitonen) ]. Hierzu
sind die Beziehungen von Gravitationstheorie und Kosmologie seit Einstein
ja evident.
Heisenberg hat in der letzten Zeit verschiedentlich auf einen weiteren,
komplementären Gesichtspunkt hingewiesen: Der aktuelle Kosmos ist nur
einmal gegeben und ist daher eine Realisierung von einer unendlichen
Mannigfaltigkeit möglicher Kosmen. — So lassen die EINsTEINschen Gra-
vitationsgleichungen eine Mannigfaltigkeit von kosmologischen Lösungen
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