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Ein asymptotisches Verfahren in der Superaerodynamik

Einleitung

In der Aerodynamik der verdiinnten Gase oder, wie man-auch noch sagt,
der Superaerodynamik werden Probleme untersucht, die die Beriick-
sichtigung der Molekularstruktur des Gases und die Anwendung kinetischer
Gleichungen notwendig machen. Zu diesen Problemen gehoren die Auf-
gaben der Umstromung von Flugkérpern in der Stratosphire, der Be-
wegung von Gasen in Vakuumgerdten, der Ultraschallschwingungen in
Gasen, der Struktur von StoBwellen und Grenzschichten usw. Im Zu-
sammenhang mit der Entwicklung der Raketentechnik besteht besonders
groBes Interesse fiir die Aufgaben der Hyperschallumstromung von Koérpern
beliebiger Form durch verdiinntes Gas.

Ausgehend von dem kinetischen Gleichungssystem von S. W. WALLANDER
[1] werden in der vorliegenden Arbeit Wege aufgezeigt, wie man an die
analytische Losung der letztgenannten Probleme herangehen kann. Zu Be-
ginn wird die Verteilungsfunktion der Molekiile als Reihe nach Polynomen,
die in beliebigen konischen Gebieten des Geschwindigkeitsraumes ortho-
gonal sind, dargestellt. Fiir groBe MacH-Zahlen kann man diese Polynome
asymptotisch konstruieren. Ferner wird das System der Integral-
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momentengleichungen zur Bestimmung der Reihenkoeffizienten a* fiir die
Verteilungsfunktion hergeleitet. Mit Hilfe des Iterationsverfahrens werden
Formeln fiir die a}f in der ersten Niherung angegeben. Uber diese Koeffi-
zienten gelangt man schlieBlich zu allgemeinen Ausdriicken fiir die Gas-
parameter.

Es sei erwihnt, daB die Loésung der in der kinetischen Gastheorie auf-
tretenden Gleichungen mit groBen mathematischen Schwierigkeiten ver-
bunden ist. Selbst die Lésung der kinetischen Gleichungen auf Rechen-
automaten erweist sich als duBerst komplizierte Aufgabe. So miilte man
z. B. im Falle des Gleichungssystems von S.W. WALLANDER mehrfache
Integrale ausrechnen, wobei man es noch auf den Zwischenetappen mit
nichtlinearen Operationen zu tun hat und auBerdem die Rechnungen im
siebendimensionalen Raum x;, %y, x5, %, s, 43, ¢ durchgefithrt werden
miissen. Es ergibt sich somit die Frage: Mit welchen analytischen Me-
thoden kann man, trotz der Kompliziertheit der Probleme, an die Losung
der oben genannten Aufgaben herangehen? Wie in der vorliegenden Arbeit
gezeigt wird, kann man durch eine geeignete Kombination zwischen der
Momentenmethode, des Iterationsverfahrens und der Asymptotik zur
analytischen Losung von Hyperschallstromungen in der Superaerodynamik
gelangen. Das Wesentliche hierbei ist, dal durch die Verkniipfung der drei
genannten Verfahren die Hyperschallprobleme auf die asymptotische Aus-
wertung von mehrfachen Integralen zuriickgefithrt werden konnen. Die
Schwierigkeit besteht aber darin, daBl in Randnihe ungleichmaBige Asymp-
totik auftritt, die je nach Gestalt des Kérpers unterschiedlich analysiert
werden mubB.

In dieser Richtung sind fiir das Grundmodell der Strémungsmechanik, der
Umstromung einer Platte, schon Untersuchungen durchgefiihrt worden, die
man in den Arbeiten [15—-19] finden kann. In der vorliegenden Arbeit wird
nun eine Verallgemeinerung auf Hyperschallumstrémungen von Kérpern be-
liebiger Form angegeben, indem ein Lésungsalgorithmus aufgezeigt wird,
der zu allgemeinen Formeln fiir die Gasparameter in der ersten Niherung
fithrt.

1. Die Verteilungsfunktion f(F, i)

Bei der Beschreibung von Strémungen in der Superaerodynamik geht man
im allgemeinen von den kinetischen Gleichungen der Gastheorie aus. Die
bekannteste kinetische Gleichung zur Bestimmung der Verteilungsfunktion
S 7, @) der Molekiile ist die BorLTzMANN-Gleichung. In unseren Uber-
legungen werden wir aber von den WaLLANDERschen Gleichungen [1] aus-
gehen, die im Unterschied zu der BorTzMANN-Gleichung (diese ist eine
Integro-Differentialgleichung) reine Integralgleichungen sind. Fiir unsere
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asymptotischen Betrachtungen sind Integralgleichungen besser geeignet und
bieten gute Ansatzpunkte fiir ihre analytische Losung.
Die Umstréomung eines Kérpers durch ein verdiinntes einatomiges Gas kann
man also mit Hilfe des kinetischen Gleichungssystems von S. W. WAL-
LANDER [1] beschreiben. Fiir den stationidren Fall gilt
( g
Mi@('fs,ﬂ) o, a,v) + [ @F — vi, @) II(7, 4, 7) dr
" 0

(1.1) f(F, ) = i € Q2 (7)
[ @G — v, ) G, @, 7) dv @ €92 (7).

In (1.1) sind
— der Radiusvektor des Raumpunktes (x, y, 2)

<

Ts — der Radiusvektor des Punktes (¥, ys, 25) auf der Oberfliche F (7s) = 0
des umstromten Korpers

7 — die Geschwindigkeit der Molekiile

Ts — die Zeit der freien Bewegung der Molekiile

Ts — die Zeit der freien Bewegung der Molekiile von der Oberfliche des

Korpers in den Punkt 7 (die kleinste positive Wurzel der Gleichung
F(F —zsu) = 0)
f(7, ) — die Verteilungsfunktion der Molekiile
Il (7,%,7) — die Wahrscheinlichkeit der freien Bewegung der Molekiile in den
Punkt 7 mit der Geschwindigkeit # in der Zeit =
7,1, ) — innere ,,Erzeugungs‘‘funktion
7, 4, ) — Rand-,, Erzeugungs‘‘funktion
s) — die duBere Normale des Korpers im Punkt 7
T (7) — der Kegel im Geschwindigkeitsraum, der alle Geschwindigkeiten
enthidlt, mit denen die Molekiile in freier Bewegung vom Korper in
den Punkt 7 gelangen koénnen
02 (7) — der Rest des Geschwindigkeitsraumes.

Alle Uberlegungen, die in der vorliegenden Arbeit angestellt werden,
kénnen auf den instationdren Fall iibertragen werden.

Das Gleichungssystem (1.1) bestimmt die Verteilungsfunktion f (7, @), die
eine Funktion von sechs Variablen ist. Es ist bekannt, daB mit Zunahme
der Anzahl der Variablen die Schwierigkeiten bei der Lésung der ki-
netischen Gleichungen anwachsen. Andererseits ist die Mikrobeschreibung
mit Hilfe der Verteilungsfunktion fiir die meisten Probleme zu detailliert.
Deshalb ist es von Bedeutung, nach geeigneten Methoden zu suchen, die zur
Ermittlung der Gasparameter fithren, ohne dafl die Verteilungsfunktion im
einzelnen berechnet wird. Das effektivste Verfahren dabei ist die sogenannte
Momentenmethode. Hierbei wird die Verteilungsfunktion f als Reihe nach
orthogonalen Polynomen dargestellt, und mit Hilfe der BorLTzMANN-
Gleichung oder (1.1) wird das Gleichungssystem zur Bestimmung der
Reihenkoeffizienten hergeleitet. Diese Koeffizienten geben uns dann die
Méglichkeit, die Gasparameter zu bestimmen. Die Gestalt der Verteilungs-
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funktion wird also von Anfang an vorgegeben. Bevor man aber zu der
Momentenmethode greift, mu3 man davon iiberzeugt sein, daB die benutzte
Verteilungsfunktion so gut wie moglich den betrachteten ProzeB wider-
spiegelt.

Betrachtet man ein verdiinntes Gas im unbegrenzten Raum, so ist es vorteil-
haft, die Verteilungsfunktion nach Polynomen, die im gesamten Ge-
schwindigkeitsraum orthogonal sind, zu zerlegen [2, 3].

Nimmt man als Gewicht die MAXWELLsche Verteilungsfunktion

e ]
0D o= o (2)F exp (= @ — O

(ho == %Ti; ny, Uy, Ty bezeichnen die Dichte, die mittlere Geschwindig-
0

keit und die Temperatur der ungestérten Strémung), so erweisen sich die

entsprechenden Polynome als HERMITESche Polynome, die Tensoren dritter
Ordnung vom Rang m sind.

Die Verteilungsfunktion kann man nicht nur als Reihenentwicklung nach
HErMITESchen Polynomen darstellen, sondern auch nach beliebigen anderen
Funktionen. Die Wahl der einen oder anderen Form fiir die V erteilungs-
funktion hdngt vor allem von der Konvergenzgeschwindigkeit der ent-
sprechenden Reihen ab. Fiir die meisten Probleme der Superaerodynamik
erleidet die Verteilungsfunktion in jedem Punkt der Stromung beziiglich
der Geschwindigkeit der Molekiile einen Sprung, der durch das unter-
schiedliche Verhalten der anstrémenden und reflektierten Molekiile hervor-
gerufen wird. In diesem Fall konvergieren die Reihen nach HERMITEschen
Polynomen sehr langsam. Diese Uberlegung fiihrt dazu, daB Verteilungs-
funktionen betrachtet werden miissen, die dem Verhalten der anstrémenden
und reflektierten Molekiile Rechnung tragen.

Betrachtet man zum Beispiel die CoueTTESChe Strémung, dann ist es sinn-
voll, die Verteilungsfunktion als Reihe nach Polynomen, die in der einen
Halfte des Geschwindigkeitsraumes orthogonal sind, darzustellen. Das ist
dadurch bedingt, daB f (F, %) auf der Ebene u, = 0 einen Sprung erleidet
und deshalb fiir #,, < Ound u, > 0 [4, 5] erklirt werden muB. Die angefiihrten
Darstellungen der Verteilungsfunktion gelten nur fiir einen sehr begrenzten
Kreis von Aufgaben der Superaerodynamik. Im allgemeinen hat man es mit
Problemen zu tun, bei denen die Verteilungsfunktion auf einer Kegelflache
einen Sprung besitzt, die den Geschwindigkeitsraum in zwei Unterrdume
Q% (7) und Q-(7) teilt. Das Gleichungssystem fiir S (7, %) hat dabei die
Form (1.1). Da f (7, @) in den Raumen 2 (7) und £~ (7) eine unterschiedliche
Gestalt annimmt, ist es giinstiger, in diesen Riumen die approximierenden
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Funktionen zu konstruieren, als im gesamten Geschwindigkeitsraum. Wir
zerlegen also f (7, @) nach Polynomen ¥ (7, %), die mit dem Gewicht f, aus
(1.2) in 2% (7) orthogonal sind. Im weiteren gehéren alle mit ,,4-“ bezeich-
neten GréBen zum Geschwindigkeitsraum 7 (7) und die mit ,,—" be-
zeichneten zum Raum Q- (7). Eine derartige Betrachtungsweise erlaubt, die
Umstréomung beliebiger Koérper durch verdiinntes Gas mathematisch zu
modellieren.

Wir befassen uns nun mit der Konstruktion der Polynome ¥ (7, ). Wenn
wir als Definition die Formel

1
A3 (@ = g [f[foxpan

einfithren, dann erhalten wir fiir die Orthonormierung der Polynome
Y (7, i) folgende Bedingungen:

L [0 fur d=j
1.4 (o 9™ = {1 fir 7 =j.
Sind die Bedingungen (1.4) erfiillt, dann sagt man, daB die Polynome ¥
mit dem Gewicht f, aus (1.2) in 2% orthogonal und normiert sind. In (1.3)
wird e* so gewahlt, daB WF = 1 ist. Wir nehmen an, daB die Verteilungs-
funktion f auf einer beliebigen Kegelfliche im Geschwindigkeitsraum einen
Sprung erleidet. Hierbei zerfdllt der Geschwindigkeitsraum in zwei Teile:
0* und 2. Bei der Umstrémung mehrerer Korper zerfillt auch der Ge-
schwindigkeitsraum in mehrere Teile. Da dies fiir unsere Uberlegungen
nicht ausschlaggebend ist, betrachten wir der Einfachheit halber nur die
Umstromung eines Kérpers.
Es seien

(1.5) L uy mhys e v o5 sy Uy, = Uy = oo, o Y

linear unabhingige Tensoren dritter Ordnung vom Rang m, wobei 7,, = 1,
2,3:m=0,1, 2, ... und u; die Komponenten des Geschwindigkeits-

vektors sind. Aus (1.5) bilden wir die Folge {u; u;, - u; }; i< <, die
ebenfalls aus linear unabhingigen Elementen besteht. Die ersten Glieder
dieser Folge sind

2 2 2 2
(1.6) Lty y, Uy, Uy, Wy, Uy, Wy Uy, Uy Uy, Uy, Uy, Uy Uy,
3 2 3 2 2 2 2 3
W, U2 Uy, U, Uy Uy, Uy U, Uy Uy, Uy Uy, Wy, Uy Uy Uy ooy

wobei «, v, z den Indizes 1, 2, 3 entsprechen. Wir numerieren die Elemente
in (1.6) wie folgt

(L.7) 9o, @1, P2, 93, Phs - - -
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und orthonormieren sie nach dem gewdhnlichen Schema [6]. Dabei erhalten
wir die Folge {¥;}* orthonormierter Polynome. Es sind

@% m—1

(18) T% — WH?’ an =¥m — 2 Cr%k Tkj:) m = 0’ 1’ 2! R
m k=0

und

(1.9) C;;L:k = (P> S-Uk)i-

Da die Grenzen der Gebiete 2% von 7 abhingen, sind die CZ, nach (1.3)
Funktionen von 7. Demzufolge sind die erhaltenen Polynome ¥ Funk-
tionen von 7 und #. Es sei angemerkt, da3 die in [2—5] betrachteten Poly-
nome nur Funktionen von # sind. Aus (1.8) erhalt man sukzessiv

0725 m—1
(1.10) wg:@ﬁ, Of =g, — 3 bie, m=012...,
16, k=0
wobei
C:t m—1 Ci—
1,14 bh=—"— 3 bk
(1) SN e
1>

ist. Indem wir die Integrale

(1.12) oﬁ:f{ffo%% VIR R 1,
e

einfithren, wobei f, und ¢, die Funktionen aus (1.2) und (1.7) sind und
af = o ist, und ¥ in (1.9) einsetzen, kann man C%, sukzessiv nach o aus-
drucken Wir erhalten

1 k-1
( ) mk Ej:HQkHi { mk g L i 1/k}
Nach Einsetzen von (1.13) in (1.11) gelangen wir zu folgenden Ausdriicken
fiir o,

1 k-1
(1.14)  bE, =- Tere “iz{ -3 o bkf}
1=0
m—1 b:}; i m—1 j: N
L) Ll ol o hEL,
2 sfu@iuﬂ{’“ 2 o }
>k

Hieraus ist zu ersehen, daB8 b2, Funktionen von of sind. Sind die b5, be-
stimmt, so erhilt man aus (1.10) auch @,;. Zur Konstruktlon der Polynome
¥ miissen wir noch H@mHi ermitteln. Gemal (1.3), (1.10) und (1.12) ist

(1.15) AR f/ fo[% mjb’”k%] a

:—{_—Zzbmkamk_'_gb mkg}

i,k=0
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Wie schon oben erwihnt, wird e+ so gewihlt, daBl ¥ = 1 ist. Daraus folgt,
daB ¢* — o ist. Die Polynome ¥ sind vollstindig bestimmt, wenn wir die
Integrale o fiir # = j nach (1.12) ausrechnen. Die dargelegte Konstruktion
der Polynome Y+ ist fiir beliebige Gebiete im Geschwindigkeitsraum an-
wendbar. In den Gebieten 2+ kann man schlieBlich die Verteilungsfunktion
in folgender Form darstellen:

(1.16) fE(F, @ 2 ax (F) Wz (F, @).
Im nichsten Punkt befassen wir uns mit der Berechnung der Integrale o .

2. Die Asymptotik der Integrale o fiir gropfe Machzahlen

Ein Koérper 4 beliebiger Form befinde sich in der ungestérten Strémung
eines einatomigen verdiinnten Gases mit der mittleren Geschwindigkeit U.
Das Koordinatensystem kann stets so gewdhlt werden, daB die Richtung
des Geschwindigkeitsvektors U, mit der positiven Richtung der Abszissen-

achse zusammenfillt (Abb. 1).
B

Abb. 1 ’/z CiF)

<
B

Die Molekiile betrachten wir als elastische Kugeln und ihre Reflexion vom
Korper sei diffus. Die Temperatur des Korpers soll sich nicht von der
Temperatur des Gases unterscheiden.

Fiir die in der Arbeit vorkommenden dimensionslosen Gré8en nehmen wir folgende
BezugsgroBen an:

=7 ’

_ = 7 T

n=Uy@t’, *= T =—— =n, U-3f
oF, T g =M UG

P = Uai“ T, Q =ny0UyQ’, N =mnyUyN’,
L g —2 &~ —~B F _ -3 v
S =u;0U;°D, ®=n,U;j*0, T =U7"T,

wobei die mit Strich versehenen GréBen dimensionslos sind. Weiterhin sind ¢ — der
StoBquerschnitt, 7 — die Randtransformierte bei diffuser Reflexion, Q — die StoB-
funktion, N — die Anzahl der in der Zeiteinheit auf die Flicheneinheit des Korpers
auftreffenden Partikel, T' — die innere Transformierte.

Zur besseren Ubersicht lassen wir bei den dimensionslosen GroBen die Striche
fort.

Fir die Punkte auBerhalb des Schattengebietes D des Korpers kann man
die Verteilungsfunktion f (7, #) in der Form (1.16) darstellen. Die Polynome
in (1.16) sind aus (1.10) bekannt, falls es gelingt, die Integrale oF zu lésen.
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Das aber hingt von der Form des umstrémten Koérpers und deshalb von
den Gebieten 2% (7) im Geschwindigkeitsraum ab (Abb. 2).

B

LU W U2
(1,00) U

/ al
U Abb. 2

Betrachten wir den gesamten Geschwindigkeitsraum, die Hilfte oder ein
Viertel des Geschwindigkeitsraumes, dann lassen sich die Integrale o exakt
ausrechnen. Ist die Geometrie des umstrémten Korpers so geartet, daB die
Abhingigkeit der Gebiete 2% von 7 sehr kompliziert ist, so konnen die
Integrale nur numerisch berechnet werden. Eine analytische Lésung der
Integrale o7 ist jedoch auch fiir geometrisch komplizierte K6rper méglich,
falls Hyperschallumstrémungen betrachtet werden. Die MAXWELLsche Ver-
teilungsfunktion ist dann 6-férmig, und die o kénnen nach dem Parameter
M (Macu-Zahl) asymptotisch ausgewertet werden. Diese asymptotischen
Betrachtungen geben uns die Moglichkeit, viele Probleme der Super-
aerodynamik analytisch zu l6sen.

Analysieren wir nun etwas niher die Schwierigkeiten, auf die wir bei der
asymptotischen Abschéitzung der «F stoBen. Die dimensionslose MAXWELL-
sche Verteilungsfunktion hat die Gestalt

h\2 -
CAVEE U () B
T
wobei
5 rT N
(2.2) b= M2, Ty ={1,0,0

+

if

(2.3) oci (7, h) = f!ffo%‘ ®; dit = £ff Fi]- fo du.
() Q—(7)

sind. Wegen (1.12) erhalten wir fiir «

Setzt man (2.1) in (2.3) ein, folgt
h\2 ks
24 e =) 1P, @e e an,
7
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Diese Integrale lassen sich fiir # — co asymptotsich abschitzen. Die Funk-
tionen F;; sind Potenzfunktionen beziiglich der Komponenten des Ge-
schwindigkeitsvektors #. Aus (2.4) ist zu ersehen, daB sich das Maximum
des Integranden im Punkt (1, 0, 0) des Geschwindigkeitsraumes befindet.
Fiir das Gebiet 2~ (Abb. 2) ist dieser Punkt ein innerer, fiir das Gebiet Q*
ein duflerer Punkt. Deshalb ist das asymptotische Verhalten von o fiir
h — oo exponentiell und von «;; potentiell [7]. Falls die Maximumstelle des
Integranden ein innerer Punkt des Integrationsgebietes ist (fiir die Inte-
grale o), lassen sich die Integrale recht einfach auswerten. Um die Asymp-
totik der o zu erhalten, ist es notwendig, das asymptotische Verhalten der
Integrale in der Umgebung des Punktes (u), u), u?), der von allen Punkten
aus QF den kiirzesten Abstand zum Punkt (1, 0; 0) besitzt, zu untersuchen.
Der Punkt (), u), ) ist ein Randpunkt des Gebietes 2+. Wenn die Ober-
fliche des Kegels 2° den Punkt (1, 0, 0) enthilt (das ist der Fall, wenn
wir die Punkte auf der Oberfliche C (7) im physikalischen Raum betrachten),
dann wird das asymptotische Verhalten von o fiir # — co potentiell. Hier-
aus ist zu ersehen, daBl die Asymptotik fiir die o in der Nihe der Ober-
fliche C (7) ungleichmiBig ist. Demzufolge mufl man bei der asymptotischen
Betrachtung der Integrale o7 zwei Félle unterscheiden:
1. Das Maximum des Integranden ist ein innerer Punkt des Integrations-
gebietes;
2. Das Maximum des Integranden ist fiir das Integrationsgebiet ein Rand-
punkt.
Die Methoden zur asymptotischen Abschitzung von mehrfachen Integralen
sowohl im Fall 1, als auch fiir den Fall 2 bei verschiedenen Randpunkten,
wurden hauptsichlich in den Arbeiten von L. C. Hsu [8—10] entwickelt.
Tritt bei der Umstrémung von Koérpern Symmetrie ein, sagen wir fiir u«,,
dann lassen sich die Integrale «; nach u, exakt berechnen, und es bleiben
Doppelintegrale (Integration iiber «, und ) iibrig. Das asymptotische Ver-
halten von Doppelintegralen ist in den Arbeiten von J. Focke [11] und
R. RieDEL [12, 13] untersucht worden. Hier werden auch Randmaxima ver-
schiedener Art betrachtet.
Bei der Berechnung der «F kann man auch auf die Arbeit von TicHONOW
und SAMARSKIJ [14] zuriickgreifen. Sie betrachten die Zerlegung von Inte-
gralen iiber ¢-formige Funktionen.
Man kann also sagen, dafl es in der mathematischen Literatur eine groBe
Anzahl von Arbeiten verschiedener Autoren gibt, die es uns erméglichen,
die Integrale o fiir # — oo asymptotisch auszuwerten. Deshalb gibt es bei
der Berechnung der o in der Hyperschallaerodynamik keine prinzipiellen
Schwierigkeiten, und die Polynome ¥t konnen endgiiltig auf asymptoti-
schem Wege konstruiert werden. Sind nun diese Polynome bekannt, so
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koénnen wir mit ihrer Hilfe Formeln {iir die Makroparameter des Gases, die
sich durch die Reihenkoeffizienten aZ (7) ausdriicken lassen, herleiten.
Diesen Problemen wenden wir uns im nédchsten Punkt zu.

3. Die Makroparameter des Gases

Wir konnen (1.10) wie folgt umformen:

m—1
(3.1) P —otg, — 2 oto, m=0,1,2,...
k=0
Hier sind
1 .
62 GE—ror = ok bh

wobei sich 0%, und [|@,,|* nach (1.14) und (1.15) bestimmen lassen. Wenn
wir (1.16) in (1.1) einsetzen, entsprechend mit ¥, und ¥,, multiplizieren und
iiber Q7 und 2~ integrieren, dann erhalten wir infolge der orthonormierten
Polynome ¥ ein unendliches System von Integralmomentengleichungen

zur Bestimmung der Koeffizienten a2, nimlich

(3.3) af () = [[[ P @@ VS dn, m=0,1,2,...
o% (7 _
Hier sind '+ f* die rechten Seiten der Gleichungen (1.1). Es sei
(3.4) MER =t o fods =020
ot

Multiplizieren wir nun (1.16) mit (3.1) und integrieren iiber 2%, dann er-
halten wir folgende Ausdriicke

1 m—1
(3.5) ME—— [a;',f + ) 6%, Mki] m—=01,2 ...
O k=0

Hieraus ist zu ersehen, daB man M sukzessiv nach a} ausdriicken kann.
Wir fithren noch die Bezeichnung

(3.6) {B}* = B* + B~
ein, wobei B ein Skalar, Vektor oder Tensor sein kann.
Die wichtigsten Makroparameter des Gases n, U, T, P, H, d. h. die Dichte,

mittlere Geschwindigkeit, Temperatur des Gases, der Spannungstensor und
der Wirmestromvektor lassen sich nach folgenden Formeln [1] berechnen:

(3.7) - [Iffdﬁ iy
wobei

n+:f9[ff+d17t, n*:!;_fff‘dﬁ



sind; und analog

(3.8) nU:ffofddﬁ:{%U}i
(3.9) 3uwRT = [[[ f(@ — U)2du = {3n RT}*
(310)  Py—m [[[ [ — U) (w; — U) dis = {P;}*

311)  H=—[[[f@—0)@— 0)du = {H}*,

wobei R die Gaskonstante ist und 7, 7 = 1, 2, 3 den Indizes x,
sprechen.

GemiB (1.7), (3.4) und (3.5) koénnen wir (3.7) —(3.11) nach M * und deshalb
auch nach af ausdriicken.

Wir erhalten

(3.12) n = {Mo}* = {a}*,
(3.13) n O = {U}%,

wobei

vy, z ent-

<

UL = (M)E, (U = (M)E, (U3 = (M
sind. Weiterhin gelten die Formeln
(3.14) 3n RT ={M, + My + Mg}* —n U2
(3.15) P;=m[{PP}* —nU, U], P;=P,

wobei
(PR = (My*, (P = L)%, (PO} = (My*

XX

(PR = (M5, (POY* — (My*, (PP)E = (M)
sind. SchlieBlich ist

(3.16) FI:%[{Hl}i _wU(U2+3RT)] -0 P,
wobei
{Hu}i = {My + My, + M} *
{H,}* = {My + My + Mo}*
{H }* = {My + My; + Mg}*
sind. Wir driicken nun die StoBfrequenz N (7,) der Molekiile mit dem Korper

(die Anzahl der in der Zeiteinheit auf die Flacheneinheit des Korpers auf-
treffenden Partikel) sowie den Impuls 7 (7,) und die Energie E (7,), die von
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den Molekiilen dem Kérper iibertragen werden, nach den Koeffizienten a
aus.

Die StoBfrequenz im Punkte 7, des Korpers ist nach [1]

(3.17) N@F) = — [[[ [, %) u,di,

%, <0
wobel

(3.18) u, = U, COS (ﬁf,\x) + u, cos (ﬁ/,\y) ~+ u, cos (fz/,\z)

gilt. Setzen wir (3.18) in (3.17) ein, so erhalten wir wegen (3.4) und (3.5)
(3.19) N() = — Un(F), _

wobei Uy, die Normalkomponente des Vektors U; aus (3.13) ist.

Der Impuls und die Energie, die von den Molekiilen in der Zeiteinheit auf

die den Punkt 7 enthaltende Flicheneinheit des Korpers iibertragen werden,
lassen sich nach folgenden Formeln [1] berechnen

p(r) =p~ —p°

E(F) =E- — E*,
wobei p~, E~ der Impuls und die Energie sind, die von den auf den Korper
auftreffenden Molekiilen mitgefithrt werden, p* und E* bezeichnen Impuls
und Energie, die von den vom Kérper reflektierten Molekiilen mitgefiihrt
werden. Die letzteren lassen sich mit Hilfe der Funktion @ (7, i), deren Aus-

druck vom Reflexionsschema abhingt, bestimmen [1]. Wir betrachten hier
nur die Berechnung von %~ und E-.

Es gilt [1]
(3.20) P () = —m [[[ [(F,, @) u, @ di,
%, <0
(3.21) E-(7) :——ffff ) u,, w?dii.
"‘ %,<0

Setzen wir (3.18) in (3.20) und (3.21) ein, dann erhalten wir infolge (3.4)
und (3.5)

B2)  pE)=-mPY() =y
623)  E() = —ZHLE),

wobei P{)~ die Normalkomponente des Vektors P~ ist, dessen Kom-
ponenten P{)~, P{)~, P{D~ sich gemaB (3.15) bestimmen lassen, und H,,
die Normalkomponente des Vektors H ist, dessen Komponenten man nach
(3.16) berechnen kann.

Aus den Formeln (3.12)—(3.16), (3.19), (3.22) und (3.23) ist zu ersehen, daB
die Makroparameter des Gases dann vollstindig bestimmt sind, wenn wir
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die Ausdriicke fiir die {M,}* bzw. a gefunden haben. Die Koeffizienten aZ
konnen aus dem System der Integralmomentengleichungen (3.3) mit Hilfe
des Iterationsverfahrens ermittelt werden. Im nichsten Punkt bestimmen
wir die af bzw. {M,}* in der ersten Niherung.

4. Die erste Niiherung fiir {M,}*
Laut (1.1) ist
L {f+ — v fir wEQ*
= V- fir @ eQ
wobei ¥+ f* die rechten Seiten in (1.1) sind. Fiir die Funktionen, die in die

rechten Seiten von (4.1) eingehen, gelten folgende dimensionslose Aus-
driicke [1]:

(+.2) ® (7, %) = N () T (@),

wobei N (7,) sich nach (3.17) berechnen 148t und 7 bei diffuser Reflexion
die Gestalt

(4.1)

52

4.3) T = i u, e
7T
besitzt;
44)  II(F @ 9= exp {_ [QG — qa, @) da},
0
wobel
(4.5) @ =
und
(4.6) Qr(r,a) = [[[ | — @, |f* (7, &) dis,
o%m

sind.
Weiter ist
4.7 & (F, i) = O (Fi) + 20 (F, i) + D (7, %),
wobel

(4.8) (5, i) = [[[ [[[ iy — | f(F ) f* (F, o) T (@, o, %) dity dity
ot o4
und fiir elastische kugelférmige Molekiile
1 ‘M_ﬁ1+ﬁ2\_]722—7211
ity — a2 || 2| 2

sind. ¢ und A stehen an Stelle von ,,+ oder ,,—““. In (4.7) charakterisiert
@+ die Wechselwirkung der reflektierten Molekiile untereinander, @*~ die

T(ﬁl,ﬁz,ﬁ) ——
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Wechselwirkung der auf den Korper auftreffenden und reflektierten Partikel
und @ die Wechselwirkung der auftreffenden Teilchen untereinander.
Setzen wir nun gemdB (1.16) die Verteilungsfunktion f* in die Formeln
(4.2) (4.8) ein, so erhalten wir fiir N, QF und @*4:

49  NE) =Y a; () fa ),

wobei §ir

(4.10) B (7)) = W Bn — 2 % (Fs) B

und

(4.11) B = — [[[ 0y fopndit m=0,1,2,...
sind; e

@12)  Q* () = Y af () A (),

wobei T

(4.13) Ax (7, 58) = o () AZ (7, @) — flaggk () AE (7, @)
und o

(4.14) AL (ra) = [[[|a —a,|, (&) f,@,) da,
sind. pi

Weiterhin ist
(4.15) Q4 (r, 0) = D) ai(F) ' (7) Bif (7, @),
wobel

i-1
(4.16) B’f]‘»' =0 0‘74 B;-A — o 2 6;‘k B

und
(4.17) Bff (F, i)
==l f{f%(%) @; (@) | 8y — o | fo (i) fo (i) T (g, ity, @) dity dity

sind.

Wie in 2. und 3. schon gezeigt wurde, lassen sich die oZ und é%, in den
Formeln (4.10), (4.13) und (4.16) gemiB (3.2), (1.14) und (1.15) durch die
Integrale o ausdriicken. Weiterhin kénnen die Integrale §,,, A%, By aus
(4.11), (4.14) und (4.17) fiir # — co ebenfalls asymptotisch ausgewertet
werden, da in den Integranden die MAXWELLsche Verteilungsfunktion f,
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eingeht. Die dreifachen Integrale §,, und A% lassen sich verhiltnismaBig
leicht asymptotisch berechnen, wihrend die asymptotische Abschitzung
der sechsfachen Integrale B; mit einigen Schwierigkeiten verbunden ist,
da hier noch die durch T in den Integranden eingehende J-Funktion eine
wichtige Rolle spielt. Durch die ¢-Funktion fillt eine Integration in den
Integralen Bj! fort. Die weitere Integration iiber eine fiinfdimensionale
Hyperfliche fithrt dann zu einigen Komplikationen, die geometrischer
Natur sind und von der Form des umstrémten Kérpers abhangen. Prin-
zipiell kann man aber die Integrale g, , A, B fiir 1 — co asymptotisch
auswerten. Es sind nur noch die Koeffizienten a2 zu bilden. Wenden wir
uns deshalb dem Gleichungssystem (3.3) zu. Fiir dieses System kann man
das Iterationsverfahren zur Bestimmung der @) nach folgendem Schema
durchfithren

(4.18) apF = [[fYEVEfE A n=1,2,...; m=012...,
oL

wobei # die Nummer der Nédherung ist.

Als nullte Niaherung fiir die Verteilungsfunktion f betrachten wir die un-
gestorte AuBenstrémung, die durch die MAXwELLsche Verteilungsfunktion
fo (2.1) charakterisiert wird. Das bedeutet, da3 die Koeffizienten a; in der
nullten Niherung folgende Gestalt haben

419) 4O~ =1 aP* =0 a@* =0 fir k=1273...

Setzt man nun diese Werte fiir die X in (4.9)—(4.17) ein, so erhilt man
fiir N, Q und @ in der nullten Niherung

(4200 N9 =p; Q9=4; =By,

wobei 87, Ay und Bg,~ sich aus (4.11), (4.14) und (4.17) berechnen lassen.
@ 148t sich auch aus anderen Uberlegungen bestimmen. Fir die un-
gestorte AuBenstromung gilt infolge des Gleichgewichtes

@20) PO = QO fo= Q¥ fy = 45 fo

Hieraus ist zu ersehen, daB zur Bestimmung von N, Q0 und @'” nur die
Berechnung der dreifachen Integrale f; und A; notwendig ist. Fiir grofle
Macu-Zahlen lassen sich diese Integrale asymptotisch abschitzen, fiir
kleine oder gemiBigte M miissen die Integrale numerisch gelost werden,
sofern sie sich nicht exakt ermitteln lassen.

GemiB (4.18) haben wir fiir ;7 in der ersten Naherung

(422)  aDE = [[[WE V*fiE i,
ot
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Setzt man (4.20) und (4.21) unter Berticksichtigung von (4.2) und (4.4) in
(4.1) ein, so erhilt man fiir V* /7

(4.23) V= f5 = /o J.L (i)
(4.24) V*fe = IHE 4, 1) + fo J.(F. @),
wobel

&

(4.25) JoF @) = [AG(F — v, e‘cp{ fA F— g, i) dq}dt

0
E—1,2, 7= o0, 7y =1,

(4.26) /g = Mif)’O— (v, %) T (i)

(4.27) I, 4, 7) = exp{ f Ay (F — q i, @) dq}

sind.
Die Integrale (4.25) lassen sich leicht ausrechnen. Wir erhalten

@428) - LE@E1— R pade,

wobei 2, = co und z, = f A (F — qit, %) dq sind. Setzt man (4.28) in (4.23)
und (4.24) ein, so erhéi,l‘(; man

(4.29) V-fo =k _

(4.30) VfE = fo + I a, 7)) [f§ — fo

und infolge (4.22)

(4.31) al)- = fff Y. 1, di m=20,1,2,...

(4_32) a(l)*' p oy a(1)+ + d ~(1)+

wobei

(4.33) a0 = [[[ P4 £ (@, v) dit
o+

(4.34) AL f f&”,;fo 1 — I[(7,4%,,)] du

sind.
Setzen wir nun (3.1) unter Beriicksichtigung von (3.2), (1.14), (1.15) und
(1.12) in (4.31) —(4.34) ein, so erhalten wir schlieBlich fiir die Koeffizienten
all*

)

435 M- =g, aP- =0 B B .
(4.36)  a®+ = g0+ 4 GO+ m=012...
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wobei d@P* sich nach (4.33) bestimmen lassen und

@437) AP = ad, + g, G0+ = gt B 1,88

sind.

Hier ist

“38)  gp=— [[[¥if GG ) d m =012, ..
Q

Mit Hilfe dieser Koeffizienten a{’* konnen die Ausdriicke fiir die Gas-
parameter in der ersten Niherung gefunden werden. Wie aus 3. zu ersehen
ist, lassen sich alle Makroparameter des Gases durch {JM}* ausdriicken.
Nach Einsetzen von (4.35)—(4.38) in (3.5) unter Beriicksichtigung von
(3.1), (3.2) und (1.11) erhalten wir fiir die {M;}* in der ersten Niherung

(439)  (MOYE = {a}t 4y 47 i=0,1,2,...,
wobei
(4-40) ‘Xz%: !Lfffo @; dit
(4.41) vi = — [[[of I, %) dit
_Q+

(+.42) ni = [[[of OF @, 7)) die
0+

sind und ¢;, f,, /&, I1 (7, &, ;) sich nach (1.7), (2.1), (4.26) und (4.27) be-
stimmen lassen. Die Gasparameter sind also endgiiltig in der ersten Naherung
bestimmt, wenn wir die Integrale (4.40)—(4.42) ausrechnen. Fiir 4~ — oo
lassen sich diese Integrale asymptotisch auswerten. Dabei ist zu bemerken,
daB in Randn#he ungleichmiBige Asymptotik auftritt. Das ungleichmaBige
asymptotische Verhalten der Makroparameter des Gases in Randndhe wird
vor allen Dingen bei der Abschitzung der Integrale ;" aus (4.42) aufgedeckt.
Bei Betrachtung der {M,}* in der ersten Niherung kénnen schon Aussagen
iber das asymptotische Verhalten der Gasparameter in der Grenzschicht
gemacht werden. Das Verhalten der Gasparameter auf dem Korper, z. B.
ihre Abhingigkeit von 7, 148t sich mit der ersten N#herung noch nicht
darstellen. Hierzu wird die zweite Naherung bendtigt.

Zusammenfassend kann man sagen, daB Probleme der Hyperschallaero-
dynamik der verdiinnten Gase durch rationelle Anwendung folgender drei
Methoden analytisch gelost werden kénnen:

1. Momentenmethode, die zur Aufstellung des Systems (3.3) fiihrt

2. Iterationsverfahren nach (4.18)

3. Asymptotik aller auftretenden Integrale nach dem Parameter M.
Der Erfolg hierbei hingt davon ab, wie wir es verstehen, die auftretenden
Integrale (4.40)—(4.42) asymptotisch auszuwerten. Das wiederum hangt
von der Form des betrachteten Korpers ab.
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Interessant und wichtig fiir die Praxis sind Probleme der Hyperschall-
umstromung von Korpern endlichen AusmaBes und der Hyperschall-
stromungen in Kanilen. Hierbei tritt neben dem Parameter M noch ein

l
zweiter Parameter Kn = I (Knudsenzahl) auf, wobei 7 die mittlere freie

Wegliange und L die charakteristische Lange des Kérpers sind. An die
Losung dieser Probleme kann man ebenfalls mit dem beschriebenen asymp-
totischen Verfahren herangehen. Die Untersuchungen werden dabei aber
weitaus komplizierter, da neben der Grenzschicht auch StoBwellen auf-
treten kénnen und auBerdem bei der asymptotischen Auswertung der
Integrale zwei Parameter eine Rolle spielen. Hierbei kénnen mehrere
Gebiete ungleichmaBiger Asymptotik auftreten, deren Struktur in Ab-
hingigkeit von M und K# recht kompliziert sein kann.
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