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I n d e r A e r o d y n a m i k d e r v e r d ü n n t e n G a s e o d e r , w i e m a n a u c h n o c h s a g t , 
d e r S u p e r a e r o d y n a m i k w e r d e n P r o b l e m e u n t e r s u c h t , d i e d i e Berück­
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G l e i c h u n g e n n o t w e n d i g m a c h e n . Z u d i e s e n P r o b l e m e n gehören d i e A u f ­
g a b e n d e r U m s t r ö m u n g v o n F lugkö rpe r n i n d e r S t r a to sphä re , d e r B e ­
w e g u n g v o n G a s e n i n V a k u u m g e r ä t e n , d e r U l t r a s c h a l l s c h w i n g u n g e n i n 
G a s e n , d e r S t r u k t u r v o n Stoßwel len u n d G r e n z s c h i c h t e n u s w . I m Z u ­
s a m m e n h a n g m i t d e r E n t w i c k l u n g d e r R a k e t e n t e c h n i k b e s t e h t b e s o n d e r s 
großes I n t e r e s s e für d i e A u f g a b e n d e r H y p e r s c h a l l u m s t r ö m u n g v o n K ö r p e r n 
b e l i e b i g e r F o r m d u r c h v e r d ü n n t e s G a s . 
A u s g e h e n d v o n d e m k i n e t i s c h e n G l e i c h u n g s s y s t e m v o n S . W . W A L L A N D E R 
[ 1 ] w e r d e n i n d e r v o r l i e g e n d e n A r b e i t W e g e a u f g e z e i g t , w i e m a n a n d i e 
a n a l y t i s c h e Lösung d e r l e t z t g e n a n n t e n P r o b l e m e h e r a n g e h e n k a n n . Z u B e ­
g i n n w i r d d i e V e r t e i l u n g s f u n k t i o n d e r Moleküle a l s R e i h e n a c h P o l y n o m e n , 
d i e i n b e l i e b i g e n k o n i s c h e n G e b i e t e n d e s G e s c h w i n d i g k e i t s r a u m e s o r t h o ­
g o n a l s i n d , d a r g e s t e l l t . F ü r große M A C H - Z a h l e n k a n n m a n d i e s e P o l y n o m e 
a s y m p t o t i s c h k o n s t r u i e r e n . F e r n e r w i r d d a s S y s t e m d e r I n t e g r a l -

7 1 3 



m o m e n t e n g l e i c h u n g e n z u r B e s t i m m u n g d e r R e i h e n k o e f f i z i e n t e n a = für d i e 
V e r t e i l u n g s f u n k t i o n h e r g e l e i t e t . M i t H i l f e d e s I t e r a t i o n s v e r f a h r e n s w e r d e n 
F o r m e l n für d i e i n d e r e r s t e n N ä h e r u n g a n g e g e b e n . Ü b e r d i e s e K o e f f i ­
z i e n t e n g e l a n g t m a n schließlich z u a l l g e m e i n e n Ausdrücken für d i e G a s ­
p a r a m e t e r . 
E s s e i e rwähn t , daß d i e Lösung d e r i n d e r k i n e t i s c h e n G a s t h e o r i e a u f ­
t r e t e n d e n G l e i c h u n g e n m i t großen m a t h e m a t i s c h e n S c h w i e r i g k e i t e n v e r ­
b u n d e n i s t . S e l b s t d i e Lösung d e r k i n e t i s c h e n G l e i c h u n g e n a u f R e c h e n ­
a u t o m a t e n e r w e i s t s i c h a l s äußers t k o m p l i z i e r t e A u f g a b e . S o m ü ß t e m a n 
z . B . i m F a l l e d e s G l e i c h u n g s s y s t e m s v o n S . W . W A L L A N D E R m e h r f a c h e 
I n t e g r a l e a u s r e c h n e n , w o b e i m a n e s n o c h a u f d e n Z w i s c h e n e t a p p e n m i t 
n i c h t l i n e a r e n O p e r a t i o n e n z u t u n h a t u n d auße rdem d i e R e c h n u n g e n i m 
s i e b e n d i m e n s i o n a l e n R a u m xv, x2, x3, %, u2, u3, t durchgeführ t w e r d e n 
müssen . E s e r g i b t s i c h s o m i t d i e F r a g e : M i t w e l c h e n a n a l y t i s c h e n M e ­
t h o d e n k a n n m a n , t r o t z d e r K o m p l i z i e r t h e i t d e r P r o b l e m e , a n d i e Lösung 
d e r o b e n g e n a n n t e n A u f g a b e n h e r a n g e h e n ? W i e i n d e r v o r l i e g e n d e n A r b e i t 
g e z e i g t w i r d , k a n n m a n d u r c h e i n e g e e i g n e t e K o m b i n a t i o n z w i s c h e n d e r 
M o m e n t e n m e t h o d e , d e s I t e r a t i o n s v e r f a h r e n s u n d d e r A s y m p t o t i k z u r 
a n a l y t i s c h e n Lösung v o n Hype r scha l l s t römungen i n d e r S u p e r a e r o d y n a m i k 
g e l a n g e n . D a s W e s e n t l i c h e h i e r b e i i s t , daß d u r c h d i e Ve rknüpfung d e r d r e i 
g e n a n n t e n V e r f a h r e n d i e H y p e r s c h a l l p r o b l e m e a u f d i e a s y m p t o t i s c h e A u s ­
w e r t u n g v o n m e h r f a c h e n I n t e g r a l e n zurückgeführ t w e r d e n k ö n n e n . D i e 
S c h w i e r i g k e i t b e s t e h t a b e r d a r i n , d aß i n R a n d n ä h e ungle ichmäßige A s y m p ­
t o t i k a u f t r i t t , d i e j e n a c h G e s t a l t d e s Körpe r s u n t e r s c h i e d l i c h a n a l y s i e r t 
w e r d e n m u ß . 

I n d i e s e r R i c h t u n g s i n d für d a s G r u n d m o d e l l d e r S t römungsmechan ik , d e r 
U m s t r ö m u n g e i n e r P l a t t e , s c h o n U n t e r s u c h u n g e n durchgeführ t w o r d e n , d i e 
m a n i n d e n A r b e i t e n [ 1 5 — 1 9 ] f i n d e n k a n n . I n d e r v o r l i e g e n d e n A r b e i t w i r d 
n u n e i n e V e r a l l g e m e i n e r u n g a u f H y p e r s c h a l l u m s t r ö m u n g e n v o n K ö r p e r n b e ­
l i e b i g e r F o r m a n g e g e b e n , i n d e m e i n Lösungsa lgor i thmus a u f g e z e i g t w i r d , 
d e r z u a l l g e m e i n e n F o r m e l n für d i e G a s p a r a m e t e r i n d e r e r s t e n N ä h e r u n g 
führt . 

1 . Die Verteilungsfunktion f(f, ü) 

B e i d e r B e s c h r e i b u n g v o n S t r ö m u n g e n i n d e r S u p e r a e r o d y n a m i k g e h t m a n 
i m a l l g e m e i n e n v o n d e n k i n e t i s c h e n G l e i c h u n g e n d e r G a s t h e o r i e a u s . D i e 
b e k a n n t e s t e k i n e t i s c h e G l e i c h u n g z u r B e s t i m m u n g d e r V e r t e i l u n g s f u n k t i o n 
f(t, f, ü) d e r Moleküle i s t d i e B o L T Z M A N N - G l e i c h u n g . I n u n s e r e n Über ­
l e g u n g e n w e r d e n w i r a b e r v o n d e n W A L L A N D E R S c h e n G l e i c h u n g e n [ 1 ] a u s ­
g e h e n , d i e i m U n t e r s c h i e d z u d e r B o L T Z M A N N - G l e i c h u n g ( d i e s e i s t e i n e 
I n t e g r o - D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g ) r e i n e I n t e g r a l g l e i c h u n g e n s i n d . F ü r u n s e r e 
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a s y m p t o t i s c h e n B e t r a c h t u n g e n s i n d I n t e g r a l g l e i c h u n g e n b e s s e r g e e i g n e t u n d 
b i e t e n g u t e A n s a t z p u n k t e für i h r e a n a l y t i s c h e Lösung. 
D i e U m s t r ö m u n g e i n e s Körpe r s d u r c h e i n v e r d ü n n t e s e i n a t o m i g e s G a s k a n n 
m a n a l s o m i t H i l f e d e s k i n e t i s c h e n G l e i c h u n g s s y s t e m s v o n S . W . W A L ­
L A N D E R [ 1 ] b e s c h r e i b e n . F ü r d e n s t a t i o n ä r e n F a l l g i l t 

1 Ts 
& (fs, u) IJ(f, U, Xs) + / 0(f — XU, u) II(f, u, T ) dt 

( 1 . 1 ) f(f,ü) ü G & + ( / • ) 

J 0(f — x ü, Ü) H(f, ü, x) dt ü G &~ {f) • 

I n ( 1 . 1 ) s i n d 
f — d e r R a d i u s v e k t o r d e s R a u m p u n k t e s ( x , y , z) 
f s — d e r R a d i u s v e k t o r d e s P u n k t e s ( x s , y s , zs) a u f d e r O b e r f l ä c h e F (fs) = 0 

d e s u m s t r ö m t e n K ö r p e r s 
ü — d i e G e s c h w i n d i g k e i t d e r M o l e k ü l e 
TS — d i e Z e i t d e r f r e i e n B e w e g u n g d e r M o l e k ü l e 
ts — d i e Z e i t d e r f r e i e n B e w e g u n g d e r M o l e k ü l e v o n d e r O b e r f l ä c h e d e s 

K ö r p e r s i n d e n P u n k t f ( d i e k l e i n s t e p o s i t i v e W u r z e l d e r G l e i c h u n g 
F ( f -TSÜ) = 0 ) 

f(f, u) — d i e V e r t e i l u n g s f u n k t i o n d e r M o l e k ü l e 
II(f,ü,r) — d i e W a h r s c h e i n l i c h k e i t d e r f r e i e n B e w e g u n g d e r M o l e k ü l e i n d e n 

P u n k t f m i t d e r G e s c h w i n d i g k e i t ü i n d e r Z e i t t 
0(f, ü, r) — i n n e r e , , E r z e u g u n g s " f u n k t i o n 
<I>(f, ü, T ) — R a n d - , , E r z e u g u n g s " f u n k t i o n 
n ( f s ) — d i e ä u ß e r e N o r m a l e d e s K ö r p e r s i m P u n k t f s 

Q+ (f) — d e r K e g e l i m G e s c h w i n d i g k e i t s r a u m , d e r a l l e G e s c h w i n d i g k e i t e n ü 
e n t h ä l t , m i t d e n e n d i e M o l e k ü l e i n f r e i e r B e w e g u n g v o m K ö r p e r i n 
d e n P u n k t f g e l a n g e n k ö n n e n 

fl"(r) — d e r R e s t d e s G e s c h w i n d i g k e i t s r a u m e s . 

A l l e Über legungen , d i e i n d e r v o r l i e g e n d e n A r b e i t a n g e s t e l l t w e r d e n , 
k ö n n e n a u f d e n in s t a t i onä ren F a l l ü b e r t r a g e n w e r d e n . 
D a s G l e i c h u n g s s y s t e m ( 1 . 1 ) b e s t i m m t d i e V e r t e i l u n g s f u n k t i o n / (f, ü), d i e 
e i n e F u n k t i o n v o n s e c h s V a r i a b l e n i s t . E s i s t b e k a n n t , d a ß m i t Z u n a h m e 
d e r A n z a h l d e r V a r i a b l e n d i e S c h w i e r i g k e i t e n b e i d e r Lösung d e r k i ­
n e t i s c h e n G l e i c h u n g e n a n w a c h s e n . A n d e r e r s e i t s i s t d i e M i k r o b e s c h r e i b u n g 
m i t H i l f e d e r V e r t e i l u n g s f u n k t i o n für d i e m e i s t e n P r o b l e m e z u d e t a i l l i e r t . 
D e s h a l b i s t e s v o n B e d e u t u n g , n a c h g e e i g n e t e n M e t h o d e n z u s u c h e n , d i e z u r 
E r m i t t l u n g d e r G a s p a r a m e t e r führen, o h n e daß d i e V e r t e i l u n g s f u n k t i o n i m 
e i n z e l n e n b e r e c h n e t w i r d . D a s e f f e k t i v s t e V e r f a h r e n d a b e i i s t d i e s o g e n a n n t e 
M o m e n t e n m e t h o d e . H i e r b e i w i r d d i e V e r t e i l u n g s f u n k t i o n / a l s R e i h e n a c h 
o r t h o g o n a l e n P o l y n o m e n d a r g e s t e l l t , u n d m i t H i l f e d e r B O L T Z M A N N -
G l e i c h u n g o d e r ( 1 . 1 ) w i r d d a s G l e i c h u n g s s y s t e m z u r B e s t i m m u n g d e r 
R e i h e n k o e f f i z i e n t e n h e r g e l e i t e t . D i e s e K o e f f i z i e n t e n g e b e n u n s d a n n d i e 
Möglichkeit , d i e G a s p a r a m e t e r z u b e s t i m m e n . D i e G e s t a l t d e r V e r t e i l u n g s -
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f u n k t i o n w i r d a l s o v o n A n f a n g a n v o r g e g e b e n . B e v o r m a n a b e r z u d e r 
M o m e n t e n m e t h o d e g r e i f t , m u ß m a n d a v o n übe rzeug t s e i n , d aß d i e b e n u t z t e 
V e r t e i l u n g s f u n k t i o n s o g u t w i e möglich d e n b e t r a c h t e t e n P rozeß w i d e r ­
s p i e g e l t . 
B e t r a c h t e t m a n e i n v e r d ü n n t e s G a s i m u n b e g r e n z t e n R a u m , s o i s t e s v o r t e i l ­
h a f t , d i e V e r t e i l u n g s f u n k t i o n n a c h P o l y n o m e n , d i e i m g e s a m t e n G e ­
s c h w i n d i g k e i t s r a u m o r t h o g o n a l s i n d , z u z e r l e g e n [ 2 , 3 ] . 
N i m m t m a n a l s G e w i c h t d i e M A x w E L L s c h e V e r t e i l u n g s f u n k t i o n 

[h0 = ; «o, U0, TQ b e z e i c h n e n d i e D i c h t e , d i e m i t t l e r e G e s c h w i n d i g -
\ k T 0 

k e i t u n d d i e T e m p e r a t u r d e r unges tö r t en S t r ö m u n g ) , s o e r w e i s e n s i c h d i e 

e n t s p r e c h e n d e n P o l y n o m e a l s H E R M i T E S c h e P o l y n o m e , d i e T e n s o r e n d r i t t e r 
O r d n u n g v o m R a n g m s i n d . 
D i e V e r t e i l u n g s f u n k t i o n k a n n m a n n i c h t n u r a l s R e i h e n e n t w i c k l u n g n a c h 
H E R M i T E S c h e n P o l y n o m e n d a r s t e l l e n , s o n d e r n a u c h n a c h b e l i e b i g e n a n d e r e n 
F u n k t i o n e n . D i e W a h l d e r e i n e n o d e r a n d e r e n F o r m für d i e V e r t e i l u n g s ­
f u n k t i o n h ä n g t v o r a l l e m v o n d e r K o n v e r g e n z g e s c h w i n d i g k e i t d e r e n t ­
s p r e c h e n d e n R e i h e n a b . F ü r d i e m e i s t e n P r o b l e m e d e r S u p e r a e r o d y n a m i k 
e r l e i d e t d i e V e r t e i l u n g s f u n k t i o n i n j e d e m P u n k t d e r S t r ö m u n g bezüglich 
d e r G e s c h w i n d i g k e i t d e r Moleküle e i n e n S p r u n g , d e r d u r c h d a s u n t e r ­
s c h i e d l i c h e V e r h a l t e n d e r a n s t r ö m e n d e n u n d r e f l e k t i e r t e n Moleküle h e r v o r ­
g e r u f e n w i r d . I n d i e s e m F a l l k o n v e r g i e r e n d i e R e i h e n n a c h H E R M i T E s c h e n 
P o l y n o m e n s e h r l a n g s a m . D i e s e Über l egung führ t d a z u , daß V e r t e i l u n g s ­
f u n k t i o n e n b e t r a c h t e t w e r d e n müssen , d i e d e m V e r h a l t e n d e r a n s t r ö m e n d e n 
u n d r e f l e k t i e r t e n Moleküle R e c h n u n g t r a g e n . 
B e t r a c h t e t m a n z u m B e i s p i e l d i e C o u E T T E S c h e S t römung , d a n n i s t e s s i n n ­
v o l l , d i e V e r t e i l u n g s f u n k t i o n a l s R e i h e n a c h P o l y n o m e n , d i e i n d e r e i n e n 
Hälf te d e s G e s c h w i n d i g k e i t s r a u m e s o r t h o g o n a l s i n d , d a r z u s t e l l e n . D a s i s t 
d a d u r c h b e d i n g t , d aß / (f, ü) a u f d e r E b e n e un = 0 e i n e n S p r u n g e r l e i d e t 
u n d d e s h a l b für un < 0 u n d u„ > 0 [ 4 , 5 ] e r k l ä r t w e r d e n m u ß . D i e angeführ ten 
D a r s t e l l u n g e n d e r V e r t e i l u n g s f u n k t i o n g e l t e n n u r für e i n e n s e h r b e g r e n z t e n 
K r e i s v o n A u f g a b e n d e r S u p e r a e r o d y n a m i k . I m a l l g e m e i n e n h a t m a n e s m i t 
P r o b l e m e n z u t u n , b e i d e n e n d i e V e r t e i l u n g s f u n k t i o n a u f e i n e r Kegelfiäche 
e i n e n S p r u n g b e s i t z t , d i e d e n G e s c h w i n d i g k e i t s r a u m i n z w e i U n t e r r ä u m e 
ü+(f) u n d Q~{f) t e i l t . D a s G l e i c h u n g s s y s t e m für / ( f , ü) h a t d a b e i d i e 
F o r m ( 1 . 1 ) . D a f (f, ü) i n d e n R ä u m e n ü+(f) u n d f i - ( r ) e i n e u n t e r s c h i e d l i c h e 
G e s t a l t a n n i m m t , i s t e s günst iger , i n d i e s e n R ä u m e n d i e a p p r o x i m i e r e n d e n 

( 1 . 2 ) fo = »o 

m 
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F u n k t i o n e n z u k o n s t r u i e r e n , a l s i m g e s a m t e n G e s c h w i n d i g k e i t s r a u m . W i r 
z e r l e g e n a l s o / ( f , ü) n a c h P o l y n o m e n (f, ü), d i e m i t d e m G e w i c h t fQ a u s 
( 1 . 2 ) i n Q±(f) o r t h o g o n a l s i n d . I m w e i t e r e n gehören a l l e m i t ,, + " b e z e i c h ­
n e t e n Größen z u m G e s c h w i n d i g k e i t s r a u m ü+(f) u n d d i e m i t „ —" b e ­
z e i c h n e t e n z u m R a u m ß " ( f ) . E i n e d e r a r t i g e B e t r a c h t u n g s w e i s e e r l a u b t , d i e 
U m s t r ö m u n g b e l i e b i g e r Körpe r d u r c h v e r d ü n n t e s G a s m a t h e m a t i s c h z u 
m o d e l l i e r e n . 
W i r b e f a s s e n u n s n u n m i t d e r K o n s t r u k t i o n d e r P o l y n o m e (f, ü). W e n n 
w i r a l s D e f i n i t i o n d i e F o r m e l 

( 1 . 3 ) («,|8)± = \ffff0*ßdü 
E a ± 

einführen, d a n n e r h a l t e n w i r für d i e O r t h o n o r m i e r u n g d e r P o l y n o m e 
Vm ( ' " ' " ) f o l g e n d e B e d i n g u n g e n : 

f O für i =j= j 

( 1 . 4 ) f ü r t J . 
S i n d d i e B e d i n g u n g e n ( 1 . 4 ) erfüllt, d a n n s a g t m a n , daß d i e P o l y n o m e W% 
m i t d e m G e w i c h t / 0 a u s ( 1 . 2 ) i n ü ± o r t h o g o n a l u n d n o r m i e r t s i n d . I n ( 1 . 3 ) 
w i r d e ± s o gewähl t , daß = 1 i s t . W i r n e h m e n a n , daß d i e V e r t e i l u n g s ­
f u n k t i o n f a u f e i n e r b e l i e b i g e n Kegelfläche i m G e s c h w i n d i g k e i t s r a u m e i n e n 
S p r u n g e r l e i d e t . H i e r b e i zerfällt d e r G e s c h w i n d i g k e i t s r a u m i n z w e i T e i l e : 
ü~ u n d Q~. B e i d e r U m s t r ö m u n g m e h r e r e r Körpe r zerfällt a u c h d e r G e ­
s c h w i n d i g k e i t s r a u m i n m e h r e r e T e i l e . D a d i e s für u n s e r e Über legungen 
n i c h t a u s s c h l a g g e b e n d i s t , b e t r a c h t e n w i r d e r E i n f a c h h e i t h a l b e r n u r d i e 
U m s t r ö m u n g e i n e s Körpers . 
E s s e i e n 

( 1 . 5 ) 1 ; Uf] ulU]; • • • ; u i i u,2 • • • uim = { u H uit • •• u f J 

l i n e a r unabhäng ige T e n s o r e n d r i t t e r O r d n u n g v o m R a n g m , w o b e i im = 1 , 
2, 3 ; m — 0, 1 , 2 , . . . u n d uim d i e K o m p o n e n t e n d e s G e s c h w i n d i g k e i t s ­
v e k t o r s s i n d . A u s ( 1 . 5 ) b i l d e n w i r d i e F o l g e { u , uf • • • u, } , • < , - < : < ; d i e 
e b e n f a l l s a u s l i n e a r unabhäng igen E l e m e n t e n b e s t e h t . D i e e r s t e n G l i e d e r 
d i e s e r F o l g e s i n d 

( 1 . 6 ) 1 , ux, uy, u,, u2x, u2y, u\, ux uy, ux uz, uy uz, u\

u3y, u] uy, u\, Ux Uy, ux u\, u2x uz, u2y uz, u\, Ux Uy uz, 

w o b e i x, y, z d e n I n d i z e s 1 , 2 , 3 e n t s p r e c h e n . W i r n u m e r i e r e n d i e E l e m e n t e 
i n ( 1 . 6 ) w i e f o l g t 

( 1 . 7 ) (p0, 9 ? i , 9 ? 2 , ? , 3 . ? ' ^ • • • 
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u n d o r t h o n o r m i e r e n s i e n a c h d e m gewöhnl ichen S c h e m a [ 6 ] . D a b e i e r h a l t e n 
w i r d i e F o l g e { ! F i } ± o r t h o n o r m i e r t e r P o l y n o m e . E s s i n d 

0 i m - 1 

(L8) w™ = mr±> e™ = t™~ E - c ^ n , m = 0,1,2,.:. 

u n d 
( 1 - 9 ) C^ = (Vm,%)K 

D a d i e G r e n z e n d e r G e b i e t e ü ± v o n f abhängen , s i n d d i e C^k n a c h ( 1 . 3 ) 
F u n k t i o n e n v o n f. D e m z u f o l g e s i n d d i e e r h a l t e n e n P o l y n o m e * F * F u n k ­
t i o n e n v o n f u n d ü. E s s e i a n g e m e r k t , d aß d i e i n [ 2 — 5 ] b e t r a c h t e t e n P o l y ­
n o m e n u r F u n k t i o n e n v o n ü s i n d . A u s ( 1 . 8 ) e rhä l t m a n s u k z e s s i v 

y m — 1 

( 1 . 1 0 ) <F± = — 6 > ± = ^ - JJ b± n , m = 0 , 1 , 2 , . . . , 

w o b e i 
/ i i i \± _ m k ... y m i i,± 

{ ] • m i ~ \ m \  k \ m \ l 
i s t . I n d e m w i r d i e I n t e g r a l e 

( 1 . 1 2 ) 4 = Illfo <Pi <Pi d ü *. J = 0 , 1 , 2 , . . . 

e inführen, w o b e i / „ u n d q>{ d i e F u n k t i o n e n a u s ( 1 . 2 ) u n d ( 1 . 7 ) s i n d u n d 
a ± = a ± i s t , u n d i n ( 1 . 9 ) e i n s e t z e n , k a n n m a n C^k s u k z e s s i v n a c h a u s ­
d r ü c k e n . W i r e r h a l t e n 

( i - i 3 ) c ± = { « i - "£ H}• 

N a c h E i n s e t z e n v o n ( 1 . 1 3 ) i n ( 1 . 1 1 ) g e l a n g e n w i r z u f o l g e n d e n Ausdrücken 
für b=k 

( i - i 4 ) &ä = = , i „ I i - 27 

m - l fj± i" m l 1 

H i e r a u s i s t z u e r s e h e n , d aß 6,f, . F u n k t i o n e n v o n y.f- s i n d . S i n d d i e b,flk b e ­
s t i m m t , s o erhäl t m a n a u s ( 1 . 1 0 ) a u c h 0 * . Z u r K o n s t r u k t i o n d e r P o l y n o m e 
!/y± müssen w i r n o c h 11 &„,['- e r m i t t e l n . Gemäß ( 1 . 3 ) , ( 1 . 1 0 ) u n d ( 1 . 1 2 ) i s t 

( 1 - 1 5 ) &J\ = / = jfj'fo [<pm - '£ b-k du 

Ü- * 

^ i m l m 1 l 

— " _ ' | a w m 2 ^ 6 m / i 0 C * A + ^7 6,„,- 6 ^ « j f t ' i - . 
£ { l t - 0 i , k - 0 ) 
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W i e s c h o n o b e n e rwähn t , w i r d s * s o gewähl t , daß Wg1 = 1 i s t . D a r a u s f o l g t , 
d a ß = a 0 ^ i s t . D i e P o l y n o m e !F± s i n d vol l s tändig b e s t i m m t , w e n n w i r d i e 
I n t e g r a l e oc* für i 5^ j n a c h ( 1 . 1 2 ) a u s r e c h n e n . D i e d a r g e l e g t e K o n s t r u k t i o n 
d e r P o l y n o m e W% i s t für b e l i e b i g e G e b i e t e i m G e s c h w i n d i g k e i t s r a u m a n ­
w e n d b a r . I n d e n G e b i e t e n ü ± k a n n m a n schließlich d i e V e r t e i l u n g s f u n k t i o n 
i n f o l g e n d e r F o r m d a r s t e l l e n : 

( i . i 6 ) / ± ( r , Ü) = u («) £ w ^ * ) • 

I m nächs t en P u n k t b e f a s s e n w i r u n s m i t d e r B e r e c h n u n g d e r I n t e g r a l e . 

2 . D i e Asymptotik der Integrale g / o / t e Machzahlen 

E i n Körper . 4 b e l i e b i g e r F o r m b e f i n d e s i c h i n d e r unges tö r t en S t r ö m u n g 
e i n e s e i n a t o m i g e n v e r d ü n n t e n G a s e s m i t d e r m i t t l e r e n G e s c h w i n d i g k e i t U0. 
D a s K o o r d i n a t e n s y s t e m k a n n s t e t s s o gewähl t w e r d e n , d aß d i e R i c h t u n g 
d e s G e s c h w i n d i g k e i t s v e k t o r s Ü0 m i t d e r p o s i t i v e n R i c h t u n g d e r A b s z i s s e n ­
a c h s e zusammenfä l l t ( A b b . 1 ) . 

M 

A b b . 1 y C l r j 

D i e Moleküle b e t r a c h t e n w i r a l s e l a s t i s c h e K u g e l n u n d i h r e R e f l e x i o n v o m 
Körpe r s e i d i f f u s . D i e T e m p e r a t u r d e s Körpe r s s o l l s i c h n i c h t v o n d e r 
T e m p e r a t u r d e s G a s e s u n t e r s c h e i d e n . 

F ü r d i e i n d e r A r b e i t v o r k o m m e n d e n d i m e n s i o n s l o s e n G r ö ß e n n e h m e n w i r f o l g e n d e 
B e z u g s g r ö ß e n a n : 

u = Uqu', f = , x = —, / = n„ U~3f', 

T=U-ST', Q=n0aU0Q', N = n0 U0N', 

0 -n\a UQ2 0', S = n0 U'2 3>', T = U~3 T', 

w o b e i d i e m i t S t r i c h v e r s e h e n e n G r ö ß e n d i m e n s i o n s l o s s i n d . W e i t e r h i n s i n d a — d e r 
S t o ß q u e r s c h n i t t , T — d i e R a n d t r a n s f o r m i e r t e b e i d i f f u s e r R e f l e x i o n , Q — d i e S t o ß ­
f u n k t i o n , N — d i e A n z a h l d e r i n d e r Z e i t e i n h e i t a u f d i e F l ä c h e n e i n h e i t d e s K ö r p e r s 
a u f t r e f f e n d e n P a r t i k e l , T — d i e i n n e r e T r a n s f o r m i e r t e . 
Z u r b e s s e r e n Ü b e r s i c h t l a s s e n w i r b e i d e n d i m e n s i o n s l o s e n G r ö ß e n d i e S t r i c h e 
f o r t . 

F ü r d i e P u n k t e a u ß e r h a l b d e s S c h a t t e n g e b i e t e s D d e s Körpe r s k a n n m a n 
d i e V e r t e i l u n g s f u n k t i o n / ( f , ü) i n d e r F o r m ( 1 . 1 6 ) d a r s t e l l e n . D i e P o l y n o m e 
i n ( 1 . 1 6 ) s i n d a u s ( 1 . 1 0 ) b e k a n n t , f a l l s e s g e l i n g t , d i e I n t e g r a l e a * z u lösen. 
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D a s a b e r h ä n g t v o n d e r F o r m d e s u m s t r ö m t e n Körpe r s u n d d e s h a l b v o n 
d e n G e b i e t e n Q± (f) i m G e s c h w i n d i g k e i t s r a u m a b ( A b b . 2 ) . 

( 1 0 , 0 ) ( 1 0 , 0 ) 

B e t r a c h t e n w i r d e n g e s a m t e n G e s c h w i n d i g k e i t s r a u m , d i e Hälf te o d e r e i n 
V i e r t e l d e s G e s c h w i n d i g k e i t s r a u m e s , d a n n l a s s e n s i c h d i e I n t e g r a l e e x a k t 
a u s r e c h n e n . I s t d i e G e o m e t r i e d e s u m s t r ö m t e n Körpe r s s o g e a r t e t , d aß d i e 
Abhängigke i t d e r G e b i e t e v o n f s e h r k o m p l i z i e r t i s t , s o k ö n n e n d i e 
I n t e g r a l e n u r n u m e r i s c h b e r e c h n e t w e r d e n . E i n e a n a l y t i s c h e Lösung d e r 
I n t e g r a l e K £ i s t j e d o c h a u c h für g e o m e t r i s c h k o m p l i z i e r t e Körper möglich, 
f a l l s H y p e r s c h a l l u m s t r ö m u n g e n b e t r a c h t e t w e r d e n . D i e M A X W E L L S c h e V e r ­
t e i l u n g s f u n k t i o n i s t d a n n d-iörmig, u n d d i e können n a c h d e m P a r a m e t e r 
M ( M A C H - Z a h l ) a s y m p t o t i s c h a u s g e w e r t e t w e r d e n . D i e s e a s y m p t o t i s c h e n 
B e t r a c h t u n g e n g e b e n u n s d i e Möglichkeit , v i e l e P r o b l e m e d e r S u p e r ­
a e r o d y n a m i k a n a l y t i s c h z u lösen. 
A n a l y s i e r e n w i r n u n e t w a s n ä h e r d i e S c h w i e r i g k e i t e n , a u f d i e w i r b e i d e r 
a s y m p t o t i s c h e n Abschä t zung d e r s toßen . D i e d i m e n s i o n s l o s e M A X W E L L -
s c h e V e r t e i l u n g s f u n k t i o n h a t d i e G e s t a l t 

( 2 . 1 ) f0 (ü, h) = 

w o b e i 

( 2 . 2 ) h = l M\0 - { 1 , 0 , 0 } 

s i n d . W e g e n ( 1 . 1 2 ) e r h a l t e n w i r für a * 

( 2 . 3 ) 4 (f, h) = ff J /„ V i c,. dü = / / / Fis /„ du. 
ö ±(f) Q ± ( f ) 

S e t z t m a n ( 2 . 1 ) i n ( 2 . 3 ) e i n , f o l g t 

( 2 . 4 ) y,; (f, h) = ( - ) -< / / / Ftl (ü) c-^~ dü. 
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D i e s e I n t e g r a l e l a s s e n s i c h für h — > c o a s y m p t o t s i c h abschä tzen . D i e F u n k ­
t i o n e n Fi;- s i n d P o t e n z f u n k t i o n e n bezüglich d e r K o m p o n e n t e n d e s G e ­
s c h w i n d i g k e i t s v e k t o r s ü. A u s ( 2 . 4 ) i s t z u e r s e h e n , daß s i c h d a s M a x i m u m 
d e s I n t e g r a n d e n i m P u n k t ( 1 , 0 , 0 ) d e s G e s c h w i n d i g k e i t s r a u m e s b e f i n d e t . 
F ü r d a s G e b i e t Q~ ( A b b . 2 ) i s t d i e s e r P u n k t e i n i n n e r e r , für d a s G e b i e t ü + 

e i n äußere r P u n k t . D e s h a l b i s t d a s a s y m p t o t i s c h e V e r h a l t e n v o n a,* für 
h - > c o e x p o n e n t i e l l u n d v o n x~ p o t e n t i e l l [ 7 ] . F a l l s d i e M a x i m u m s t e l l e d e s 
I n t e g r a n d e n e i n i n n e r e r P u n k t d e s I n t e g r a t i o n s g e b i e t e s i s t (für d i e I n t e ­
g r a l e a~j), l a s s e n s i c h d i e I n t e g r a l e r e c h t e i n f a c h a u s w e r t e n . U m d i e A s y m p -
t o t i k d e r z u e r h a l t e n , i s t e s n o t w e n d i g , d a s a s y m p t o t i s c h e V e r h a l t e n d e r 
I n t e g r a l e i n d e r U m g e b u n g d e s P u n k t e s (ux, u°, u°z), d e r v o n a l l e n P u n k t e n 
a u s ß + d e n kürzes ten A b s t a n d z u m P u n k t ( 1 , 0 , 0 ) b e s i t z t , z u u n t e r s u c h e n . 
D e r P u n k t (u°x, u°, u°z) i s t e i n R a n d p u n k t d e s G e b i e t e s Q+. W e n n d i e O b e r ­
fläche d e s K e g e l s Q~ d e n P u n k t ( 1 , 0 , 0 ) e n t hä l t ( d a s i s t d e r F a l l , w e n n 
w i r d i e P u n k t e a u f d e r Oberfläche C (f) i m p h y s i k a l i s c h e n R a u m b e t r a c h t e n ) , 
d a n n w i r d d a s a s y m p t o t i s c h e V e r h a l t e n v o n x^j für h —> o o p o t e n t i e l l . H i e r ­
a u s i s t z u e r s e h e n , d aß d i e A s y m p t o t i k für d i e on-j i n d e r N ä h e d e r O b e r ­
fläche C (r) ungle ichmäßig i s t . D e m z u f o l g e m u ß m a n b e i d e r a s y m p t o t i s c h e n 
B e t r a c h t u n g d e r I n t e g r a l e z w e i Fä l le u n t e r s c h e i d e n : 

1 . D a s M a x i m u m d e s I n t e g r a n d e n i s t e i n i n n e r e r P u n k t d e s I n t e g r a t i o n s ­
g e b i e t e s ; 

2 . D a s M a x i m u m d e s I n t e g r a n d e n i s t für d a s I n t e g r a t i o n s g e b i e t e i n R a n d ­
p u n k t . 

D i e M e t h o d e n z u r a s y m p t o t i s c h e n Abschä t zung v o n m e h r f a c h e n I n t e g r a l e n 
s o w o h l i m F a l l 1 , a l s a u c h für d e n F a l l 2 b e i v e r s c h i e d e n e n R a n d p u n k t e n , 
w u r d e n haup t säch l i ch i n d e n A r b e i t e n v o n L . C . H s u [ 8 — 1 0 ] e n t w i c k e l t . 
T r i t t b e i d e r U m s t r ö m u n g v o n K ö r p e r n S y m m e t r i e e i n , s a g e n w i r für uz, 
d a n n l a s s e n s i c h d i e I n t e g r a l e oc£ n a c h uz e x a k t b e r e c h n e n , u n d e s b l e i b e n 
D o p p e l i n t e g r a l e ( I n t e g r a t i o n übe r ux u n d uy) übr ig . D a s a s y m p t o t i s c h e V e r ­
h a l t e n v o n D o p p e l i n t e g r a l e n i s t i n d e n A r b e i t e n v o n J . F O C K E [ 1 1 ] u n d 
R . R I E D E L [ 1 2 , 1 3 ] u n t e r s u c h t w o r d e n . H i e r w e r d e n a u c h R a n d m a x i m a v e r ­
s c h i e d e n e r A r t b e t r a c h t e t . 
B e i d e r B e r e c h n u n g d e r oc,y k a n n m a n a u c h a u f d i e A r b e i t v o n T I C H O N O W 
u n d S A M A R S K I J [ 1 4 ] zurückgrei fen . S i e b e t r a c h t e n d i e Z e r l e g u n g v o n I n t e ­
g r a l e n übe r <5-förmige F u n k t i o n e n . 
M a n k a n n a l s o s a g e n , d aß e s i n d e r m a t h e m a t i s c h e n L i t e r a t u r e i n e große 
A n z a h l v o n A r b e i t e n v e r s c h i e d e n e r A u t o r e n g i b t , d i e e s u n s ermöglichen, 
d i e I n t e g r a l e oc* für h — > o o a s y m p t o t i s c h a u s z u w e r t e n . D e s h a l b g i b t e s b e i 
d e r B e r e c h n u n g d e r i n d e r H y p e r s c h a l l a e r o d y n a m i k k e i n e p r i n z i p i e l l e n 
S c h w i e r i g k e i t e n , u n d d i e P o l y n o m e können endgül t ig a u f a s y m p t o t i ­
s c h e m W e g e k o n s t r u i e r t w e r d e n . S i n d n u n d i e s e P o l y n o m e b e k a n n t , s o 
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können w i r m i t i h r e r H i l f e F o r m e l n für d i e M a k r o p a r a m e t e r d e s G a s e s , d i e 
s i c h d u r c h d i e R e i h e n k o e f f i z i e n t e n ( f ) au sd rücken l a s s e n , h e r l e i t e n . 
D i e s e n P r o b l e m e n w e n d e n w i r u n s i m nächs t en P u n k t z u . 

3 . Die Makroparameter des Gases 

W i r können ( 1 . 1 0 ) w i e f o l g t u m f o r m e n : 
m 1 

( 3 . 1 ) V± -. o=<pm- 27 m = 0 , 1 , 2 , . . . 
Ä ' - O 

H i e r s i n d 

( 3 - 2 ) (T,J :— .^ . ^,„/; — Gm bm-K. 

w o b e i s i c h u n d II ö ^ l j ^ n a c h ( 1 . 1 4 ) u n d ( 1 . 1 5 ) b e s t i m m e n l a s s e n . W e n n 
w i r ( 1 . 1 6 ) i n ( 1 . 1 ) e i n s e t z e n , e n t s p r e c h e n d m i t W,l u n d W~ m u l t i p l i z i e r e n u n d 
übe r ü+ u n d ü~ i n t e g r i e r e n , d a n n e r h a l t e n w i r i n f o l g e d e r o r t h o n o r m i e r t e n 
P o l y n o m e e i n u n e n d l i c h e s S y s t e m v o n I n t e g r a l m o m e n t e n g l e i c h u n g e n 
z u r B e s t i m m u n g d e r K o e f f i z i e n t e n a£, n äml i ch 

( 3 . 3 ) a= (f) = ffj </'± ( f , ü) V- f1 dü m = 0 , 1 , 2 , . . . 

H i e r s i n d K 1 / - d i e r e c h t e n S e i t e n d e r G l e i c h u n g e n ( 1 . 1 ) . F s s e i 

( 3 . 4 ) Mt{f) = fll'<t,f=dü i - 0 , 1 , 2 , . . . 

M u l t i p l i z i e r e n w i r n u n ( 1 . 1 6 ) m i t ( 3 . 1 ) u n d i n t e g r i e r e n übe r Q±, d a n n e r ­
h a l t e n w i r f o l g e n d e A u s d r ü c k e 

j m — 1 " I 

£ + E m = 0 , 1 , 2 , . . . ( 3 . 5 ) M ± = ± 
± fc=.0 

H i e r a u s i s t z u e r s e h e n , daß m a n J W * s u k z e s s i v n a c h a^ ausd rücken k a n n . 
W T i r führen n o c h d i e B e z e i c h n u n g 

( 3 . 6 ) {B}± = B+ + B~ 

e i n , w o b e i B e i n S k a l a r , V e k t o r o d e r T e n s o r s e i n k a n n . 
D i e w i c h t i g s t e n M a k r o p a r a m e t e r d e s G a s e s n, U, T, P, H, d . h . d i e D i c h t e , 
m i t t l e r e G e s c h w i n d i g k e i t , T e m p e r a t u r d e s G a s e s , d e r S p a n n u n g s t e n s o r u n d 
d e r W ä r m e s t r o m v e k t o r l a s s e n s i c h n a c h f o l g e n d e n F o r m e l n [ 1 ] b e r e c h n e n : 

( 3 . 7 ) n ffffdü = {»}±, 

w o b e i 
» !.flf-dü, n (ff f dü 
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s i n d ; u n d a n a l o g 

( 3 . 8 ) nÜ = fff f.üdü = {n-ü}* 
— o o 

o o 

( 3 . 9 ) 3 n RT = f///(« - Üy du =- { 3 n RT}± 

( 3 . 1 0 ) P , , = mfff f(ut - U;) {Uj - U,) dü = {P, , j± 

( 3 . 1 1 ) ff = — fff f(ü- Uy (ü -U)dü = { 7 7 } ±, 

w o b e i i ? d i e G a s k o n s t a n t e i s t u n d 7 = 1 , 2 , 3 d e n I n d i z e s x, y, z e n t ­
s p r e c h e n . 
Gemäß ( 1 . 7 ) , ( 3 . 4 ) u n d ( 3 . 5 ) können w i r ( 3 . 7 ) - ( 3 . 1 1 ) n a c h Mf- u n d d e s h a l b 
a u c h n a c h a u s d r ü c k e n . 
W i r e r h a l t e n 

( 3 . 1 2 ) n = {M 0 }± = {« 0 }±, 

( 3 . 1 3 ) # r = {Ü^, 

w o b e i 

{Ulx)± = { M J ± ( {Uly}± = {M 2 }± , {C/ l 2}± = {M 3 }± 

s i n d . W e i t e r h i n g e l t e n d i e F o r m e l n 

( 3 . 1 4 ) 3nRT = {M,, + MTl + M g } * - nW 

( 3 . 1 5 ) Ptj = m [{i*»}± - « ^ 1 7 , ] , P t / = P ; , , 

w o b e i 

{P<»}± = {M,}±, { P # } ± = {M 7 }±, { i*»}± = {M,}± 

{i*>}± = {M 5 }± , { i*»}± = {M 9 }± , { P ^ } ± = {M 6 }± 

s i n d . Schließlich i s t 

( 3 . 1 6 ) H = ^ [{ff t}± - n ( 7 ( C / 2 + 3 R T ) ] - UP, 

w o b e i 

{ff 1 ; t }± = {Mi3 + M j , + 

{Hly}± = {Ml0 + M l t + M 1 2 } ± 

{ # u } ± = { M l f i + M 1 7 + M 1 8 } ± 
s i n d . W i r d rücken n u n d i e S toßfrequenz N(fs) d e r Moleküle m i t d e m K ö r p e r 
( d i e A n z a h l d e r i n d e r Z e i t e i n h e i t a u f d i e F lächene inhe i t d e s Körpe r s a u f ­
t r e f f e n d e n P a r t i k e l ) s o w i e d e n I m p u l s p(fs) u n d d i e E n e r g i e E(fs), d i e v o n 
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d e n Molekülen d e m Körpe r übe r t r agen w e r d e n , n a c h d e n K o e f f i z i e n t e n 
a u s . 
D i e S toßfrequenz i m P u n k t e fs d e s Körpe r s i s t n a c h [ 1 ] 

( 3 . 1 7 ) N(fs) = - fff f(fs,ü)undü, 
*„<° 

w o b e i 

( 3 . 1 8 ) u„ = ux c o s (n, x) + u c o s (n, y) + uz c o s (n, z) 

g i l t . S e t z e n w i r ( 3 . 1 8 ) i n ( 3 . 1 7 ) e i n , s o e r h a l t e n w i r w e g e n ( 3 . 4 ) u n d ( 3 . 5 ) 

( 3 . 1 9 ) N{f) = -U{M, 

w o b e i U±n d i e N o r m a l k o m p o n e n t e d e s V e k t o r s U[ a u s ( 3 . 1 3 ) i s t . 
D e r I m p u l s u n d d i e E n e r g i e , d i e v o n d e n Molekülen i n d e r Z e i t e i n h e i t a u f 
d i e d e n P u n k t fs e n t h a l t e n d e F lächene inhe i t d e s Körpers übe r t r agen w e r d e n , 
l a s s e n s i c h n a c h f o l g e n d e n F o r m e l n [ 1 ] b e r e c h n e n 

P fö) =P~ — P+ 

E(fs) - E - - E \ 

w o b e i p~, E~ d e r I m p u l s u n d d i e E n e r g i e s i n d , d i e v o n d e n a u f d e n Körper 
a u f t r e f f e n d e n Molekülen mi tgeführ t w e r d e n , p+ u n d E+ b e z e i c h n e n I m p u l s 
u n d E n e r g i e , d i e v o n d e n v o m Körpe r r e f l e k t i e r t e n Molekülen mi tgeführ t 
w e r d e n . D i e l e t z t e r e n l a s s e n s i c h m i t H i l f e d e r F u n k t i o n <P [fs, ü), d e r e n A u s ­
d r u c k v o m R e f l e x i o n s s c h e m a a b h ä n g t , b e s t i m m e n [ 1 ] . W i r b e t r a c h t e n h i e r 
n u r d i e B e r e c h n u n g v o n jr u n d E~. 
E s g i l t [ 1 ] 

( 3 . 2 0 ) p~ (fs) = — mfff f(fs, u) un ü dü, 

( 3 . 2 1 ) E~ ( f j = - -fff f (fs, ü) un dü. 
- «„<o 

S e t z e n w i r ( 3 . 1 8 ) i n ( 3 . 2 0 ) u n d ( 3 . 2 1 ) e i n , d a n n e r h a l t e n w i r i n f o l g e ( 3 . 4 ) 
u n d ( 3 . 5 ) 

( 3 . 2 2 ) p- (fs) = - m P i r ( f . ) i = x, y, z, 

( 3 . 2 3 ) E-(fs) = -™H;n(f-s), 

w o b e i P{^~ d i e N o r m a l k o m p o n e n t e d e s V e k t o r s P - 1 ) _ i s t , d e s s e n K o m ­
p o n e n t e n P - J . ' " , P - y ) _ ' , P{u~ s i c h gemäß ( 3 . 1 5 ) b e s t i m m e n l a s s e n , u n d Hln 

d i e N o r m a l k o m p o n e n t e d e s V e k t o r s H[ i s t , d e s s e n K o m p o n e n t e n m a n n a c h 
( 3 . 1 6 ) b e r e c h n e n k a n n . 
A u s d e n F o r m e l n ( 3 . 1 2 ) - ( 3 . 1 6 ) , ( 3 . 1 9 ) , ( 3 . 2 2 ) u n d ( 3 . 2 3 ) i s t z u e r s e h e n , d a ß 
d i e M a k r o p a r a m e t e r d e s G a s e s d a n n vol l s tändig b e s t i m m t s i n d , w e n n w i r 
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( 4 - 1 ) / = 

d i e Ausdrücke für d i e {Mi}± b z w . g e f u n d e n h a b e n . D i e K o e f f i z i e n t e n 
k ö n n e n a u s d e m S y s t e m d e r I n t e g r a l m o m e n t e n g l e i c h u n g e n ( 3 . 3 ) m i t H i l f e 
d e s I t e r a t i o n s v e r f a h r e n s e r m i t t e l t w e r d e n . I m nächs ten P u n k t b e s t i m m e n 
w i r d i e b z w . { A f J * i n d e r e r s t e n N ä h e r u n g . 

4 . Die erste Näherung für {Mi}± 

L a u t ( 1 . 1 ) i s t 

\f+ = V+f+ für ü 
\f- = V~f- für ü e ß - , 

w o b e i F ± / ± d i e r e c h t e n S e i t e n i n ( 1 . 1 ) s i n d . F ü r d i e F u n k t i o n e n , d i e i n d i e 
r e c h t e n S e i t e n v o n ( 4 . 1 ) e i n g e h e n , g e l t e n f o l g e n d e d i m e n s i o n s l o s e A u s ­
d r ü c k e [ 1 ] : 

( 4 . 2 ) * ( * „ . « ) = N(f,)T(ü), 

w o b e i N(fs) s i c h n a c h ( 3 . 1 7 ) b e r e c h n e n l äß t u n d T b e i d i f f u s e r R e f l e x i o n 
d i e G e s t a l t 

( 4 . 3 ) T= une~hu2 

b e s i t z t ; 

( 4 . 4 ) n (f, ü, T ) = e x p | — f Q(f — qü,ü) dü 

w o b e i 

( 4 . 5 ) Q = {<?}± 

u n d 

( 4 . 6 ) Q± (f, ü) = fff\ü — üi\f± (?> % ) dü>x 
ß ± ( r ) 

s i n d . 
W e i t e r i s t 

( 4 . 7 ) 0 ( r , ü) = 0 + + (fü) + 2 0+~ (f, u) + 0— (f, ü), 

w o b e i 

( 4 . 8 ) 0 t A (f, ü) = fff fff | % — ü2 \f {f, %) fA (f, ü2) T(%, ü2, ü) düt dü2 

u n d für e l a s t i s c h e kugelförmige Moleküle 
Ü'i + ü21 \ü2 — ü T{ültu2,ü) u — 1 7t\Ü;i — U 2 \ ' 2 

s i n d , e u n d A s t e h e n a n S t e l l e v o n ,, + " o d e r ,, —". I n ( 4 . 7 ) c h a r a k t e r i s i e r t 
0 + + d i e W e c h s e l w i r k u n g d e r r e f l e k t i e r t e n Moleküle u n t e r e i n a n d e r , 0+~ d i e 
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W e c h s e l w i r k u n g d e r a u f d e n Körpe r a u f t r e f f e n d e n u n d r e f l e k t i e r t e n P a r t i k e l 
u n d 0 d i e W e c h s e l w i r k u n g d e r a u f t r e f f e n d e n T e i l c h e n u n t e r e i n a n d e r . 
S e t z e n w i r n u n gemäß ( 1 . 1 6 ) d i e V e r t e i l u n g s f u n k t i o n / = i n d i e F o r m e l n 
( 4 . 2 ) ( 4 . 8 ) e i n , s o e r h a l t e n w i r für N, Q± u n d 0eA: 

oo 
( 4 . 9 ) N(fs) = J J a-(f,)ß-(f,), 

m = 0 

w o b e i 
m - 1 

( 4 . 1 0 ) ß- ( f . ) = a~ ( f . ) ß~ - £ Ö~k ( f s ) ßk 

k-0 

u n d 

( 4 . 1 1 ) ß™-- - fff « . / o 9„, dü m - 0 , 1 , 2 , . . . 

s i n d ; 
( 4 . 1 2 ) 0 ± ( r , 5 ) = «± ( f ) J ± ( f , ü), 

m = 0 

w o b e i 
m - 1 

( 4 . 1 3 ) A± (?, ü) .-: <r± ( f ) 4 ± ( f , «) - J J ö± ( f ) 4 ± ( f , «) 

u n d 

( 4 . 1 4 ) 4 ± ( f , ü)=fff\ü- fi, | 9 ? M {üjfoiüj dü, 

s i n d . 
W e i t e r h i n i s t 

oo 

( 4 . 1 5 ) 0 £ J ( f , S ) = 27 a j ( f ) « / ( f ) Elf (f, «), 

w o b e i 

( 4 . 1 6 ) Btl --olaf B*f - o\A 

k 0 
-afZJöU B% + ZZ<YÜ dfk WA 

u n d 

( 4 . 1 7 ) 2 # ( f , Ä ) 

= / / / / / / ^»("i) 9 \ , ( ^ 2 ) l « i — «2l/o.(«t)/o(«2) T(ü1,ü2,ü)dü1dü2 

s i n d . 
W i e i n 2 . u n d 3 . s c h o n g e z e i g t w u r d e , l a s s e n s i c h d i e e r* u n d d^k i n d e n 
F o r m e l n ( 4 . 1 0 ) , ( 4 . 1 3 ) u n d ( 4 . 1 6 ) gemäß ( 3 . 2 ) , ( 1 . 1 4 ) u n d ( 1 . 1 5 ) d u r c h d i e 
I n t e g r a l e a * ausdrücken . W e i t e r h i n können d i e I n t e g r a l e ß~, A£, B\ a u s 
( 4 . 1 1 ) , ( 4 . 1 4 ) u n d ( 4 . 1 7 ) für h o o e b e n f a l l s a s y m p t o t i s c h a u s g e w e r t e t 
w e r d e n , d a i n d e n I n t e g r a n d e n d i e M A X W E L L s c h e V e r t e i l u n g s f u n k t i o n /<> 
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e i n g e h t . D i e d r e i f a c h e n I n t e g r a l e ß~ u n d A± l a s s e n s i c h ve rhä l tn i smäß ig 
l e i c h t a s y m p t o t i s c h b e r e c h n e n , w ä h r e n d d i e a s y m p t o t i s c h e Abschä t zung 
d e r s e c h s f a c h e n I n t e g r a l e B\f m i t e i n i g e n S c h w i e r i g k e i t e n v e r b u n d e n i s t , 
d a h i e r n o c h d i e d u r c h T i n d e n I n t e g r a n d e n e i n g e h e n d e ( ^ - F u n k t i o n e i n e 
w i c h t i g e R o l l e s p i e l t . D u r c h d i e c J - F u n k t i o n fällt e i n e I n t e g r a t i o n i n d e n 
I n t e g r a l e n B\f f o r t . D i e w e i t e r e I n t e g r a t i o n ü b e r e i n e fünfdimensionale 
Hyperf läche führ t d a n n z u e i n i g e n K o m p l i k a t i o n e n , d i e g e o m e t r i s c h e r 
N a t u r s i n d u n d v o n d e r F o r m d e s u m s t r ö m t e n Körpe r s abhängen . P r i n ­
z i p i e l l k a n n m a n a b e r d i e I n t e g r a l e ß~ , A*, B\f für h - > o o a s y m p t o t i s c h 
a u s w e r t e n . E s s i n d n u r n o c h d i e K o e f f i z i e n t e n «jj z u b i l d e n . W e n d e n w i r 
u n s d e s h a l b d e m G l e i c h u n g s s y s t e m ( 3 . 3 ) z u . F ü r d i e s e s S y s t e m k a n n m a n 
d a s I t e r a t i o n s v e r f a h r e n z u r B e s t i m m u n g d e r n a c h f o l g e n d e m S c h e m a 
du rch führen 

( 4 . 1 8 ) =Jff;ViV±ftiäü « = 1 , 2 , . . . ; m = 0 , 1 , 2 , . . . , 

w o b e i n d i e N u m m e r d e r N ä h e r u n g i s t . 
A l s n u l l t e N ä h e r u n g für d i e V e r t e i l u n g s f u n k t i o n / b e t r a c h t e n w i r d i e u n ­
ges tör te Außens t römung , d i e d u r c h d i e M A X W E L L s c h e V e r t e i l u n g s f u n k t i o n 
/ 0 ( 2 . 1 ) c h a r a k t e r i s i e r t w i r d . D a s b e d e u t e t , d a ß d i e K o e f f i z i e n t e n «± i n d e r 
n u l l t e n N ä h e r u n g f o l g e n d e G e s t a l t h a b e n 

( 4 . 1 9 ) a < 0 ) - = 1 a 0 0 ) + = 0 4 0 ) ± = 0 für k = 1 , 2 , 3 , . . . 

S e t z t m a n n u n d i e s e W e r t e für d i e i n ( 4 . 9 ) — ( 4 . 1 7 ) e i n , s o e rhä l t m a n 
für N, Q u n d 0 i n d e r n u l l t e n N ä h e r u n g 

w o b e i ßö, AQ u n d ß 0" 0" s i c h a u s ( 4 . 1 1 ) , ( 4 . 1 4 ) u n d ( 4 . 1 7 ) b e r e c h n e n l a s s e n . 
0 ( o ) l äß t s i c h a u c h a u s a n d e r e n Über l egungen b e s t i m m e n . F ü r d i e u n ­
ges tör te A u ß e n s t r ö m u n g g i l t i n f o l g e d e s G l e i c h g e w i c h t e s 

H i e r a u s i s t z u e r s e h e n , d aß z u r B e s t i m m u n g v o n N{0\{0) u n d 0(o) n u r d i e 
B e r e c h n u n g d e r d r e i f a c h e n I n t e g r a l e ßä u n d A$ n o t w e n d i g i s t . F ü r große 
M A C H - Z a h l e n l a s s e n s i c h d i e s e I n t e g r a l e a s y m p t o t i s c h abschä tzen , für 
k l e i n e o d e r gemäßig te M müssen d i e I n t e g r a l e n u m e r i s c h gelöst w e r d e n , 
s o f e r n s i e s i c h n i c h t e x a k t e r m i t t e l n l a s s e n . 
G e m ä ß ( 4 . 1 8 ) h a b e n w i r für a± i n d e r e r s t e n N ä h e r u n g 

( 4 . 2 0 ) JV< 0 ' = ß - <2<°> = A 0 ( o ) = 5 0 - 0 - , 

( 4 . 2 1 ) 0 ( o ) = ( ? ( o ) - . / o = ( ? ( o ) . / o = ^ - / o _ 

( 4 . 2 2 ) , ( D ± = 

m 
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S e t z t m a n ( 4 . 2 0 ) u n d ( 4 . 2 1 ) u n t e r Berücks ich t igung v o n ( 4 . 2 ) u n d ( 4 . 4 ) i n 
( 4 . 1 ) e i n , s o e rhä l t m a n für V± /=•' 

( 4 . 2 3 ) V-f- =f0 JAf,*) 

( 4 . 2 4 ) V+ / J = f* 7 7 ( f , ü, T 5 ) + f0 J 2 ( r , ü), 

w o b e i 

( 4 . 2 5 ) ,/A. ( f , ü) - f . 1 ö (/"' — T «, w ) e x p j — f / l , r ( f — q ü, ü) dq^ dr 

k = 1 , 2 , T j o o , r 2 = T s 

( 4 . 2 6 ) ti~—ßZ{f,ü) Tin) 

( 4 . 2 7 ) 7 7 ( f , w , T s ) = e x p j — f Aö (f — qü,ü) dq^ 

s i n d . 
D i e I n t e g r a l e ( 4 . 2 5 ) l a s s e n s i c h l e i c h t a u s r e c h n e n . W i r e r h a l t e n 

( 4 . 2 8 ) Jh{f,ü) = 1 - e ~ ^ m k = l,2, 

w o b e i zx = o o u n d z2 = f A^(f — qü, ü) dq s i n d . S e t z t m a n ( 4 . 2 8 ) i n ( 4 . 2 3 ) 
o 

u n d ( 4 . 2 4 ) e i n , s o e rhä l t m a n 

( 4 . 2 9 ) Vf-=f0 

( 4 . 3 0 ) V+ /•• = f0 + 7 7 ( f , ü, r , . ) [f* - /„] 

u n d i n f o l g e ( 4 . 2 2 ) 

( 4 . 3 1 ) «<'/- -.fffV-f0dü m = Q,l,2,... 

( 4 . 3 2 ) a\^- -d\)y- + ä™\ 

w o b e i 

( 4 . 3 3 ) «<;>•- - fff*:/*u(f,ü,r.)dü 

( 4 . 3 4 ) - ffj v+f0[i - u(p, Ü, t j ] <?« 

s i n d . 
S e t z e n w i r n u n ( 3 . 1 ) u n t e r Be rücks i ch t igung v o n ( 3 . 2 ) , ( 1 . 1 4 ) , ( 1 . 1 5 ) u n d 
( 1 . 1 2 ) i n ( 4 . 3 1 ) — ( 4 . 3 4 ) e i n , s o e r h a l t e n w i r schließlich für d i e K o e f f i z i e n t e n 

a w ± 

( 4 . 3 5 ) a\l>- = a , " , a[l>~ = 0 k -1,2,3, . . . 

( 4 . 3 6 ) a™ + - d™+ + alt *» = 0 , 1 , 2 , . . . , 
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w o b e i ä[l)+ s i c h n a c h ( 4 . 3 3 ) b e s t i m m e n l a s s e n u n d 

( 4 . 3 7 ) = a 0 + 0 + Xo, + = Xt k = 1,2,3, . . . 
s i n d . 
H i e r i s t 

( 4 . 3 8 ) zZ = -fff fo H(f, ü, T . ) <*« m : 0 , 1 , 2 , . . . 

M i t H i l f e d i e s e r K o e f f i z i e n t e n a(^± k ö n n e n d i e Ausdrücke für d i e G a s ­
p a r a m e t e r i n d e r e r s t e n N ä h e r u n g g e f u n d e n w e r d e n . W i e a u s 3 . z u e r s e h e n 
i s t , l a s s e n s i c h a l l e M a k r o p a r a m e t e r d e s G a s e s d u r c h {Mi}± ausd rücken . 
N a c h E i n s e t z e n v o n ( 4 . 3 5 ) — ( 4 . 3 8 ) i n ( 3 . 5 ) u n t e r Berücks ich t igung v o n 
( 3 . 1 ) , ( 3 . 2 ) u n d ( 1 . 1 1 ) e r h a l t e n w i r für d i e {Mi}± i n d e r e r s t e n N ä h e r u n g 

( 4 . 3 9 ) {M["y. = K0}± + yt + nt i = o , 1 , 2 , . . ., 

w o b e i 

( 4 . 4 0 ) <4=ffffo<Pidü 
Q + 

( 4 . 4 1 ) y: = -fff<pj0 n(f, ü, T . ) dü 
ß + 

( 4 . 4 2 ) ru = fff<Pif*JI{f,ü,T,)äü 
ß + 

s i n d u n d <Pi, / 0 , / * , n{f,ü,rs) s i c h n a c h ( 1 . 7 ) , ( 2 . 1 ) , ( 4 . 2 6 ) u n d ( 4 . 2 7 ) b e ­
s t i m m e n l a s s e n . D i e G a s p a r a m e t e r s i n d a l s o endgül t ig i n d e r e r s t e n N ä h e r u n g 
b e s t i m m t , w e n n w i r d i e I n t e g r a l e ( 4 . 4 0 ) — ( 4 . 4 2 ) a u s r e c h n e n . F ü r h —> o o 
l a s s e n s i c h d i e s e I n t e g r a l e a s y m p t o t i s c h a u s w e r t e n . D a b e i i s t z u b e m e r k e n , 
d a ß i n R a n d n ä h e ungle ichmäßige A s y m p t o t i k a u f t r i t t . D a s ungle ichmäßige 
a s y m p t o t i s c h e V e r h a l t e n d e r M a k r o p a r a m e t e r d e s G a s e s i n R a n d n ä h e w i r d 
v o r a l l e n D i n g e n b e i d e r Abschä t zung d e r I n t e g r a l e ? j t + a u s ( 4 . 4 2 ) a u f g e d e c k t . 
B e i B e t r a c h t u n g d e r {Mi}± i n d e r e r s t e n N ä h e r u n g k ö n n e n s c h o n A u s s a g e n 
übe r d a s a s y m p t o t i s c h e V e r h a l t e n d e r G a s p a r a m e t e r i n d e r G r e n z s c h i c h t 
g e m a c h t w e r d e n . D a s V e r h a l t e n d e r G a s p a r a m e t e r a u f d e m Körper , z . B . 
i h r e Abhäng igke i t v o n fs, l äß t s i c h m i t d e r e r s t e n N ä h e r u n g n o c h n i c h t 
d a r s t e l l e n . H i e r z u w i r d d i e z w e i t e N ä h e r u n g benö t ig t . 
Z u s a m m e n f a s s e n d k a n n m a n s a g e n , d a ß P r o b l e m e d e r H y p e r s c h a l l a e r o ­
d y n a m i k d e r v e r d ü n n t e n G a s e d u r c h r a t i o n e l l e A n w e n d u n g f o l g e n d e r d r e i 
M e t h o d e n a n a l y t i s c h gelöst w e r d e n k ö n n e n : 
1 . M o m e n t e n m e t h o d e , d i e z u r A u f s t e l l u n g d e s S y s t e m s ( 3 . 3 ) führt 
2 . I t e r a t i o n s v e r f a h r e n n a c h ( 4 . 1 8 ) 
3 . A s y m p t o t i k a l l e r a u f t r e t e n d e n I n t e g r a l e n a c h d e m P a r a m e t e r M. 
D e r E r f o l g h i e r b e i h ä n g t d a v o n a b , w i e w i r e s v e r s t e h e n , d i e a u f t r e t e n d e n 
I n t e g r a l e ( 4 . 4 0 ) — ( 4 . 4 2 ) a s y m p t o t i s c h a u s z u w e r t e n . D a s w i e d e r u m h ä n g t 
v o n d e r F o r m d e s b e t r a c h t e t e n K ö r p e r s a b . 
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I n t e r e s s a n t u n d w i c h t i g für d i e P r a x i s s i n d P r o b l e m e d e r H y p e r s c h a l l -
u m s t r ö m u n g v o n K ö r p e r n e n d l i c h e n Ausmaßes u n d d e r H y p e r s c h a l l ­
s t r ö m u n g e n i n K a n ä l e n . H i e r b e i t r i t t n e b e n d e m P a r a m e t e r M n o c h e i n 

l 
z w e i t e r P a r a m e t e r Kn = — ( K n u d s e n z a h l ) a u f , w o b e i l d i e m i t t l e r e f r e i e 

Weglänge u n d L d i e c h a r a k t e r i s t i s c h e Länge d e s Körpe r s s i n d . A n d i e 
Lösung d i e s e r P r o b l e m e k a n n m a n e b e n f a l l s m i t d e m b e s c h r i e b e n e n a s y m p ­
t o t i s c h e n V e r f a h r e n h e r a n g e h e n . D i e U n t e r s u c h u n g e n w e r d e n d a b e i a b e r 
w e i t a u s k o m p l i z i e r t e r , d a n e b e n d e r G r e n z s c h i c h t a u c h Stoßwellen a u f ­
t r e t e n k ö n n e n u n d a u ß e r d e m b e i d e r a s y m p t o t i s c h e n A u s w e r t u n g d e r 
I n t e g r a l e z w e i P a r a m e t e r e i n e R o l l e s p i e l e n . H i e r b e i können m e h r e r e 
G e b i e t e ungle ichmäßiger A s y m p t o t i k a u f t r e t e n , d e r e n S t r u k t u r i n A b ­
häng igke i t v o n M u n d Kn r e c h t k o m p l i z i e r t s e i n k a n n . 
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