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and therefore

(41)

@1_4“—4‘“2“”.

Proceeding as in the case k << 1, we get
4 F L . Qa(ve) — 9o @z (vo) ,
4 TGQe) R ceg o Q)
kv, k2 cgg — G
4 TG00 — Ko QEn) 7
where v, ¢ Sinh «.

The results of CHARRAVORTY [1] and CHATTARJII [2]
for £>1 can be deduced in this case also.

(42)
B,

Stress
The stress component on the surface of the in-
clusion ¢ @ is given by
~ Gyt
(43) o0 — -5 4,
where s is measured along a meridian arc on the sur-
face of the inclusion.
Clearly the numerically greatest value of gf|e—a is

2AGaSin2¢,

(44) le6l 2al4 4,
where
A6 T k2 cee G Qalvo) — 0 @2 (o) (Elastic

4 G Q5(vg) — k2 cgg vy Q5 (v,) | inclusion)

L2 ”
TR oo g 70 @00) s id inclusion)

4 Qs(v)
-0, (cavity)
and
vo —Coshgy, k<1
—¢8inhg, fE>1.
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JURGIs SzLAZA

Zur asymptotischen Struktur der Grenzschicht
am vorderen Ende einer halbunendlichen Platte
fiir groBe Machzahlen

Die aerodynamische Grenzschicht hat asympto-
tischen Charakter und ist ein typisches Beispiel fiir
ungleichméBige Asymptotik. Der Erforschung ihrer
Besonderheiten sind viele Arbeiten gewidmet, die sich

teils auf Makro-, teils auf Mikrovorstellungen stiitzen.

Da die Moglichkeiten der phinomenologischen Unter-
suchung der Grenzschicht beschrinkt und die Glei-
chungen der kinetischen Gastheorie fiir die Bewegung
in Randniihe duBerst kompliziert sind, sind noch viele
Probleme ungeldst, insbesondere was die Bildung der
Grenzschicht an der Plattennase angeht.

Wie bereits in [2] festgestellt wurde, mufl bei der
Untersuchung der Grenzschicht im verdimnten Gas
das ungleichmaBige asymptotische Verhalten der
Makroparameter des Gases analysiert werden: Zu Be-
ginn wird in der vorliegenden Arbeit ein Néherungs-
ausdruck fiir die Verteilungsfunktion der von der
Wand reflektierten Partikel hergeleitet, der offenbar
die wesentlichsten Besonderheiten der Stromung in
Randnihe fiir grofle MacHzahlen M der ungestérten

135

AuBlenstromung beschreibt. Weiterhin werden fiir
den Fall der Lingsumstromung einer halbunend-
lichen Platte vom kinetischen Standpunkt aus die
Struktur der ungleichmiBigen Asymptotik, die Art
des asymptotischen Verhaltens einiger Makrogréfien,
die die Dichte und mittlere Geschwindigkeit der Stro-
mung der betrachteten Partikel ergeben, in der Nihe
der Plattennase fir grofle MAcHzahlen untersucht.

1. Die Verteilungsfunktion der reflektierten
Partikel

Eine Platte (y — 0, = 0) befinde sich in der un-
gestorten Stromung eines einatomigen verdinnten
Gases, dessen mittlere Geschwindigkeit U, = {1, 0, 0}
betragen soll. Die Reflexion der Molekiile von der
Wand sei ° us. Die Molekiile betrachten wir als
elastische Kugeln. Die Temperatur der Platte soll
sich nicht von der Temperatur des Gases unterschei-
den.

Fir die in der Arbeit vorkommenden dimensions-
losen Groflen nehmen wir folgende Bezugsgrofien an:

7 ’

- ’ _ r _ T g gt
u—Uyu, r oo’ T noan,f n U2 f,
T UPT, Q@ mnolUy@, N-_nUN,

wobei die mit Strich versehenen GrofSlen dimensions-
los sind. Weiterhin sind ny, U, — die Dichte und die
Geschwindigkeit der ungestorten Stromung, ¢ — der
StoBquerschnitt, w  die Geschwindigkeit der Mole-
kile, r der Radiusvektor des Punktes (z,y, 2),

Tt — die Zeit, f — die Verteilungsfunktion, 77 — die
Randtransformierte bei diffuser Reflexion, @ — die
StoBfunktion, N  die Anzahl der in der Zeiteinheit
auf die Flicheneinheit auftreffenden Partikel. .

Zur besseren Ubersicht schreiben wir im folgenden
die dimensionslosen GréB8en ohne Strich.

Die Strémung auBerhalb der Grenzschicht wird
durch die MaxweLLsche Verteilungsfunktion

7 \3/2
O fo )~ () exp (= — Ty

charakterisiert (& — 5 M?/6).
Die Anzahl der in der Zeiteinheit auf die Flichen-
einheit der Wand auftreffenden Partikel

@ N fffluylfodu~ 21/%7»‘

uy <0

strebt fiir A — oo gegen Null. Im Grenzfall verschwin-
det die Grenzschicht, sofern keine Emission auftritt.
Deshalb wird die Verteilung der auftreffenden Parti-
kel fiir grofle k wenig gestort, und als erste Niherung
nehmen wir an, daB ihre Anzahl durch (2) bestimmt
wird. Die Verteillungsfunktion der reflektierten
Molekiile hat dann an der Wand die Form

1 = h\3I2 ;.
3 fs uy NoT—(n) € ’
wobei T' = (2/n) h? uy ¢~ die sogenannte Randtrans-
formierte bei diffuser Reflexion [1], [3] ist. Die Zahl
dieser Molekiile nimmt mit der Entfernung von der
Wand infolge der ZusammenstoBe zwischen den Mole-
kiilen ab. Deshalb geniigt es, in der ersten Niherung
nur die ZusammenstéBe mit den Partikeln der Grund-
stromung (1) zu betrachten. Die StoBfunktion lautet
dann [1]:

o0
Qo(w, B) — [ f [ lw — wy| fo(uy, B) du, .
Nach der Integration erhalten wir fiir die StoBfunk-
tion
(4) . .
Qolu, ) — —_le L~ T (1L2h2)ert)hol,
X Vnh{ t3y ZO+2ndaty

wobei v — fu — U,.
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Die Wahrscheinlichkeit, daf3 ein Molekiil in freier
Bewegung mit der Geschwindigkeit # von der Ober-
fliche der Platte in den Punkt r des Raumes gelangt,
hat folgenden Ausdruck [1]

(8) II(r,u,75) exp {—‘ }‘Qo(“:‘rk) dq} s
0

wobei 7s die Zeit der freien Bewegung des Molekiils
von der Platte in den Punkt » ist. 7;ist die kleinste
positive Wurzel der Gleichung F(r wu7z) O
(F(rs) 0 — Gleichung der Oberfliche des umstrém-
ten Korpers), Fiir den Fall der Lingsumstromung
einer Platte gilt 75 = y/uy. Bei der Ableitung der For-
mel (5) wurde als Léngeneinheit der reziproke Wert
des Produktes aus dem StoBquerschnitt ¢ und der
Dichte ny der ungestorten Stromung angenommen.
Sie besitzt die Groflenordnung der freien Weglinge.

Setzt man (4) in (5) ein und geht zum Grenzwert
tber fiir A — oo, 50 erhilt man fiir die Wahrschein-
lichkeit der freien Bewegung des Molekiils von der
Platte folgenden Ausdruck

© e epl= ) - ).

Die Verteilungsfunktion der von der Wand reflektier-
ten Partikel hat deshalb fiir groe M angenshert die
Form

(7)
fs(.% u, k) = (‘%‘)3/2 exp { b u? g

Y

e Uol}.

2. Bestimmung der Makroparameter

Wir untersuchen jetzt das asymptotische Verhalten
der Makroparameter der Stromung (1) fiir A — oo,
y = 0. Fir die Konzentration der Molekiile gilt

ww) S5 S i au.

Die Dichte der reflektierten Molekiile fiir den Fall
einer halbunendlichen Platte hat den Ausdruck

(8)

— (7%)3/2[

—o 0

Yy
2 Y
exp 4 — hu? —=|u— U
Uy

[o¢]

g &

X dug duy dug .

Die Integrale iiber u; und u, schétzen wir fiir » — oo
nach LAPLACE ab und erhalten

)
1 1y/h
ns=2n;“—|—2V—gfexp{—kuzy—%/l/l—l—ugy}
0

x erf (ﬁ % uy) duy ,

wobei n¥ die Konzentration der von der Wand reflek-
tierten Molekiile im Falle einer unendlichen Platte [2]
ist:

(10) /
«\2/3
jvlée ') {1+0)}, a>o,
3 «—1ky.
—1—+ ! alne + o(a) a—=0
2 V; b b

In der Umgebung von y 0 ist das asymptotische
Verhalten von (9) ungleichmafliig. Zur Untersuchung
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dieser Ungleichm#Bigkeit fithren wir in (9) folgende
Koordinatentransformation durch

(11) ¢ Vhuy.
Dann ist

1 -
(12) ns o, (nf + W),
wobel

%} &

. 1 -
(13) s V_fe Corf Bt dt
T

0
und
(14) e

p y

7ig ist eine Funktion der Parameter « und 8. Die
weitere asymptotische Untersuchung von (13) erfolgt
nach dem Parameter a, der fiir grofle # in Abhingig-
keit von y = 0 beliebige nichtnegative Werte anneh-
men kann.

Betrachten wir jetzt (13) fiir groBe und kleine a.
Bei dieser Untersuchung benutzen wir die in [4] dar-
gelegten asymptotischen Methoden. « mdge gegen oo
streben. Nach der Koordinatentransformation

(15) i oM
erhalten wir fiir (13) folgenden Ausdruck:
1

1/3 % 823 g2
(16) s ;_ fe (§+§)erf(ﬁa1/3§) dE .
n

0

Dieses Integral 148t sich fir @ = co nach LAPLACE
abschétzen. Die Abschitzung ergibt

13
fis  n¥ert {ﬁ (%) }

wobei man n¥ aus (10) erhilt.
Im Ergebnis erhalten wir fir ng

o b))

x {14 o(a™2?)},

Bei « — 0 wenden wir auf (13) die LapracEtransfor-
mation an. Das fithrt zu dem Ausdruck ’

(a7

(18) ns

a—> 00.

[

oo oo _tﬁ__
(19) L(fs) = ]/1" fe“”“fe b erf Bt dt da
T
0 0

. PRI

. lfe-t erf f ¢ dt lzfe a1

Va |# # i+
0 0 "

Nach der Umkebrung hat das zweite Glied in (19) die
GroBenordnung o(e) fir f—0 und o(elna) fir
p— oo.

Fiir s erhalten wir dann ndherungsweise

(20 g 711 arctg f + o(alna).

Setzt man (20) in (12) ein und beriicksichtigt dabei

die Formel fir n¥ aus (10), so ergibt sich fir ng der
Ausdruck

(21) ng i(l—l—iarctgﬁ)—l—o(alna), -0,

Ist jedoch y  o(M71), so muB (12) numerisch gelost
werden. Ahnpliche Uberlegungen lassen sich in Hin-
blick auf die asymptotische Untersuchung der anderen
Makroparameter anstellen.
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Fir die mittlere Geschwindigkeit der Stromung
erhalten wir:

(22)
1 (1 1 ey
[’
Usy ns{znz‘U;‘wazvﬁfte erfﬁtdt},
0
und infolge [2]
(23)
2/3
1 a\U8 —3 * B
y3h ("2‘) ¢ .(2) {1+ ofa™%)}
n¥ U¥, & —> 00,
2vlnh {1 V;a: a?lna + o(a?)},
a—>0,
ist
(24)
2/3
2 \1/3 3(%) 2 \1/8
(5] e 1 f =
2n3]/3h(2) { Ter [‘3(2) ]}
X {l -+ 0(05_2/3)} s o> 00,
Usy 1 ‘3 V— 1 2
_ 1+ alyn{l+ —arct )
4ns]/nh{ ot g (  retel
—I—o(ac‘*’lna)}, a—>0.
Weiterhin ist
(25)

oo o
1q1 1 @ (1 ~t-
Usz—n3{2 n¥ U:I+4V; : hfte ‘erfﬁtdt},

0
und infolge [2]
(26)
a\2/8
1 [a\?® 3(?) —2/3
_ = e 1+ ola f
@ > 00,

— 2];;ha{lna +%0+o(a)},

* *
ns USZ

a—>0,
(C  Eurersche Konstante)
gilt
(27) o
1 ja\es (5 N
suglff T (e ()]
Ve — ] x (14 ol )}, 2> o,

a B+V1+p 3
A hns {ln o ~ C+ o(a)} s

¢e—+0,0=5f< .

Als Grenzschicht bezeichnen wir eine unendlich diinne
Schicht, deren Dicke in unserem Fall umgekehrt pro-
portional zu M ist, was aus dem Ubergangsbereich
von einer Asymptotik zur anderen ersichtlich ist.
Die innere Struktur der Grenzschicht wird durch die
Integrale (12), (22) und (25) charakterisiert.

In der Umgebung der Vorderkante der Platte héin-
gen die asymptotischen Formeln fiir die MakrogroBen
wesentlich vom zweiten Parameter § ab. Dieser Para-
meter charakterisiert die Abhingigkeit der asympto-
tischen Ausdriicke von dem Winkel zwischen der
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Platte und dem Strahl, auf dem sich die Molekiile
bewegen, die an der Vorderkante der Platte reflektiert
wurden. Fiir § — oo gehen die Formeln (18), (21),
(24) in die asymptotischen Ausdriicke (10), (23) ber,
die éﬁr den Fall einer unendlichen Platte erhalten
wurden.
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Uber Oszillatoren, die dieselbe Abhingigkeit der
Schwingungsperiode von der Energie besitzen

Wir betrachten einen eindimensionalen Oszillator
mit der Potentialfunktion U(g). Mit E bezeichnen

wir die ganze Energie des Oszillators und mit ¢ und &
seine beiden Extremalausschiige

U@ U®) E.

Dann lauten die Formeln fiir die Bewegungszeiten
an beiden Zweigen der Kurve ([1], S. 208, Formeln
(42.2))

x 1 fo dq
oy J v ve

b
1 f dg
T2
iz J Ve v
Wenn wir U(g) umkehren, erhalten wir
() {ql(U) <90
(U)>0.

Durch Transformation der Verdnderlichen in (1)
ergibt sich

E
f dgy
1 aU
Tl(E) — dU 3
V2 g YE U
2) 2
f dg,
1 aU
B _ . aU
To(E) V2 p VE -

Wir berechnen die ganze Schwingungsperiode:

3)
7 q q

2~ 41

d( 2 )

_ au
TE) 2t +1) —2)2 s /g U au .
Setzen wir
B — % _— ’
(4) g =l

so kionnen wir sagen, dafl alle Potentialfunktionen,
die dieselbe Abhingigkeit ¢'(U) haben, auch dieselbe
Abhingigkeit T'(E) besitzen.
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