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Hyperschallumströmung einer unendlichen Platte
durch verdünntes Gas

Eine Platte y — O befinde sich in der ungestörten Strömung eines ein-
atomigen verdünnten Gases, dessen mittlere dimensionslose Geschwindig-
keit Uo — {I, O, O} betragen soll. Die Reflexion der Moleküle von der Wand
sei diffus. Die Moleküle betrachten wir als elastische Kugeln. Die Tempe-
ratur der Platte soll sich nicht von der Temperatur des Gases unterscheiden.
Gesucht sind die asymptotischen Ausdrücke für die Makroparameter des
Gases für große MAcH-Zahlen M. Bei der Lösung dieses Problems gehen wir
nach den in j1] dargelegten Methoden vor und bestimmen die Gasparameter
in der ersten Näherung.

1. Die Verteilungsfunktion f±(r, ü) der Moleküle
und die Polynome n

Die Umströmung eines KÖrpers durch ein verdünntes Gas läßt sich mit
Hilfe des kinetischen Gleichungssystems von S. W. Wallander [2] dar-
stellen, das im stationären Fall die dimensionslose Form hat

1 TS

un Qj (r,,ü)l7(r,ü,r,) + j0 (r —t ü,ü) II(T,Ü,T)dT iiEQ"(t)

(1.1) f (f, ü)— ~ O
,f CP (r —t ü,ü)IT(r,ü,T)dT ü EQ" (t),

wobei
T

(1.2) 1I(r, ü, T) — exp {— f Q (r — q ü, ü) dg}
O
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und
DO

(1.3) q(', ü) - fff |ü - ü, |f(', ü,) dü,
— D<J

C>0

(1.4) Q) (T, ü) = ffffjj i üj — ü2 I ·f (T, üj) f(T, ü,) T (ü, ü,, ü,) dü, du,
— C>0

und für elastische kugelförmige Moleküle

(1.5) T (ü, 'iij, ü2) = n ü, 1 u,|2 Ö { ,ii _ % : ü2 _ |ü' 2 ü'l}

(1.6) 0(t,, ü) — N(t,) T(u)

und bei diffuser Reflexion

(1.7) N(t,) " — fff f(T,, ü) ü), dü
un<O

~
(1.8) T (ü) = : h'u, e"'"', h — : M'.

Weiter sind

T — der Radiusvektor des Raumpunktes (x, y, Z)
F, — der Radiusvektor des Punktes (x,, ys, z,) auf der Oberfläche des umströmten

Körpers
ü — die Geschwindigkeit der Moleküle
ii(Fs)— die äußere Normale des Körpers im Punkte F,

t — die Zeit der freien Bewegung der Moleküle
t, — die Zeit der freien Bewegung der Moleküle vom Körper in den Punkt F
Q+ — der Kegel im Geschwindigkeitsraum, der alle Geschwihdigkeiten ü enthält,

mit denen die Moleküle in freier Bewegung vom Körper in den Punkt 7 ge-
langen können

Q _ — der Rest des Geschwindigkeitsraumes ,

Für den Fall einer unendlichen Platte gilt: t, = y und u,, — u,. Ferner
Uy

bezeichnen Q" das Gebiet u, > O und Q" das Gebiet u, < O des Geschwindig-
keitsraumes. Alle in der Arbeit vorkommenden Größen sind dimensionslos.
Einen Hinweis auf die Bezugsgrößen finden wir in [I].
Im folgenden gehören alle mit ,, + " versehenen Größen zum Geschwindig-
keitsraum Q" und alle mit ,,—" bezeichneten zum Raum Q".
Da die Verteilungsfunktion auf der Fläche u, — O einen Sprung erleidet,
kann man sie für die Gebiete u, < O und u, > O wie folgt definieren [I]

DO

(1.9) f "(', ü) - fo(ü) F aj (t) m', ü) .
m=0

Hier sind

(1.10) fo (ü) = (:)'/',-h(ü- Üq)'

die MAxwELLsche Verteilungsfunktion, a± — die Reihenkoeffizienten
und n — die Polynome, die mit dem Gewicht ,fo aus (1.10) in Q± ortho-
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normiert sind. Die Polynome R lassen sich nach folgendem Schema kon-
struieren

(1.11)
m-l

n — d Ym — F ökk 9), m — o, 1, 2, . . . ,
k-O

wobei {'Pm} die Folge linear unabhängiger Tensoren {uil ui2 ' ' ' uim}il£i2S. ·'<im

(i,, = 1, 2, 3; m — O, 1, 2, . . .; u,m — die Komponenten des Geschwindigkeits-

vektors ü und die Indizes 1, 2, 3 entsprechen den Indizes x, y, z) dritter

Ordnung vom Rang m ist und

(1.12) "Z " ||€):||± ' '3Ak — "A bAk

(1.13) bZk ,:t Pa X' bä ci±,}
i>k

f

(1.14)

(1.15)

(1.16)

dAk " ||€i):|±'{"Ak X'"·Ä, bZ}

m—1 m—l!ßml1"— 1, {0CÄm — 2 F 1Ek QCä + F bZ,bZko'ä}
%0 k - O i, k- O

"S " fff fo Ti (p,· dü i, j — O, 1, 2, . .. clS - QSt ·
Q±

Alle in (1.11) —(1.15) angeführten Größen erhält man sukzessiv. Wie aus
(1.11)-(1.15) zu ersehen ist, sind die Polynome n endgültig bestimmt,
wenn wir die clS ermitteln. Im Falle einer unendlichen Platte lassen sich

diese Integrale exakt ausrechnen. Diese Werte fassen wir für i, j — O, . . . , 6
in der Tabelle 1 zusammen. Sind die aS bekannt, so können wir die cj'± und
b:ä (m — O, . . . , 6) bestimmen (Tabelle 2). Die ersten Polynome (m — O, . . . , 6)

haben die Form

(1.17)

!1'$ -1

!uF — ]/2 h {ü, — I}

"2" -r:::{uy-(" i'"i!il}

n — Y2 hu,

Yt - Y2 h{ui - 2u, - (4 - I)}

Yt -Iij'"f" ,'){u; - 1± n:2 |""h:)"y-4 :" :}

!U,± _ ]/2 h |u! — 2J,} .
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Tabelle 1

Q'to :

"&-4 "ä<('_4)
0'2t ±; j//,'n "A ± : }/h'n "F' ,"h

0cSj o Q'äi o di o "di 41h

"g=:('"4) "A('"4) "a "" : ('" 4)Yfx "is=° «ä-:('" : "ä)
Q'z-jt, 'Ci-,', 'ü-± 4]//1Ln Q'ä-O o¢j ,', (' " ,',) Qä g:,

"Q-dii adi-d €-"jL,YjL, "ä-° "a _4'h ('" 2'h) "di d:2 "a &2

Tabelle 2

b$='

'ä="Y4 '$1-°

bS =0 " bS, =0 bS,-0

's-jL,-' 'ä=' 'ä=0 '8-0

'Aii :": '4=° 'äi-"n"Zl/t 4-° '$t=0

'0=4 'äi=° 'ä-Q €-0 i¢j=o 'Q=0
(,lV ' (,: )" 21h C:)" :(: ]) ( :; )" 21h ( :,, )" d:, ( ,i;) " 2$:(n3)2) (,! )" a



In den runden Klammern gehört ,,+" zu R und ,,—" zu 4j; . Mit Hilfe
der erhaltenen Polynome lassen sich nun die Makroparameter des Gases
nach den Reihenkoeffizienten aZ für die Verteilungsfunktion bestimmen.

2. Die Makroparameter des Gases

Wenn man (1.9) in (1.1) einsetzt, entsprechend mit n und Ym multipliziert
und über Q" und Q_ integriert, so erhält man infolge der orthonormierten
Polynome yZ ein unendliches System von Integralmomentengleichungen
zur Bestimmung der at

(2.1) aA - Jff YÄ V" f" dü, m - O, 1, 2, .. .
Q±

Mit V±1± sind hier die rechten Seiten in (1.1) bezeichnet. Führen wirfolgende
Bezeichnungen ein:

(2.2) M:' " jyj Ti f" dü, i — o, 1, 2, .. .
Q±

(2.3) {B}" — B" + B_,

wobei B ein Skalar, Vektor oder Tensor sein kann. Multipliziert man (1.9)
mit (1.11) und integriert über Q±, so erhält man

m-1

(2.4) mZ - ,: k + ,S ö:,mE], m= 0,1, 2...

Unter Berücksichtigung von (2-2) und (2.3) lassen sich die mittlere Dichte n,
Geschwindigkeit Ü und Temperatur T des Gases nach den M> wie folgt aus-

drücken [I]
DO

(2.5) n - ffffdii - {n}" - {iWQ}",
— DO

wobei
n" - fff f"di'-

Q±
Analog

(2.6)

wobei

C>O

n ü - JJJfüdü - {n Ü}" - {Ü,}",
— DO

{ijj,}± = {iWj}±, {tjj,}± — {M2}±, {U,,}± — {M3}±

und
m

(2.7) 32'hT = ffff (ü — Ü)' dü — { :":r _ {M, + M, + M,}" — nU'.
— DO

Wie aus (2.4) —(2.'7) zu ·ersehen ist, sind die Gasparameter bestimmt, wenn
die aZ bekannt sind. Zur Berechnung der a± wendenwir uns dem Gleichungs-
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system (2.1) zu, das wir mit Hilfe des Iterationsverfahrens betrachten. Es
gilt

(2.8) aS'" _ fff !uZ v"i: ,dü m - 0,1, 2,...,
S2±

wobei n die Nummer der Näherung ist.
Als nullte Näherung nehmen wir die ungestörte Außenströmung, die durch
die MAxwELLsche Verteilungsfunktion fo charakterisiert wird. Das be-
deutet, daß die Koeffizienten aZ in der nullten Näherung folgende Aus-
drücke haben

(2.9) a$°)_ — 1 4°)" — O at°)± — O für k — 1, 2, 3, . . .

Setzt man (1.9) in (1.3) und (1.7) ein und berücksichtigt dabei (2.9), so er-
hält man [I]

(2.10) N(°) _ ß, , Q(°) _ A , ,

wobei

(2.11) ßa - - fffüjj d" " ,V'n k
üy<0

(2.12) Ao fff |ü ü,|/o(ü,) dü, = : jü. u,|.
üy<0

Hier wurde Aj für h -> co asymptotisch nach Laplace abgeschätzt. Infolge
des Gleichgewichtes erhalten wir für 0(0)

(2.13) 0(°) _ f,Q(°) — f,Aj m : 10 |ü — U0|.

Gemäß (2."8) gilt für a± in der ersten Näherung

(2.14) ag'" = fff R: v"f± dü, m - o, 1, 2, .. .
Q±

Setzt man (2.10) -(2.13) unter Berücksichtigung von (1.6) und (1.2) in (1.1)
ein und integriert über r, so erhält man für V± ft

(2.15) v",fo" " Jo

(2.16) v"j; — fo + 17 (i', ü, T,) ü: — fol,

wobei

(2.17) ,I': — (: )'/' e_'"'

(2.18) lt (r, ü,t,) — exp {— : j'ii— u,| ut} .

Infolge (2.14), (1.11), (1.16) und Tabelle 1 erhalten wir für die ag)±

(2.19) at')_ : 4')_ _ O k 1, 2, 3, .. .

(2.20) ag'" = äg'" + äg'" m — 0,1, 2,...,
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wobei

(2.21)

(2.22)

und

(2.23)

'g'" - fff Rf:17 (t, ü, t,) dü
üy>0

äf"' : + 70" ä?'" - N k — 1, 2, 3,. ..

n " - fff nfoLT(r,ü, t,) dü
üy >0

m — O, 1, 2, ...

Wie aus (2.19)-(2.23) zu ersehen ist, sind die ag)" bestimmt, und zur Er-
mittlung der ag)+ müssen noch die Integrale (2.21) und (2.23) gelöst werden.
Hierbei lassen sich die n exakt ausrechnen, während man die ag)+ für
h -> ck) asymptotisch abschätzen kann. Das asymptotische Verhalten der
ag)" in Randnähe ist ungleichmäßig. Zur Aufdeckung dieser Ungleichmäßig-

keit wurden schon Untersuchungen [3] durchgeführt. In diesem Artikel
gehen wir nicht näher darauf ein, sondern führen nur die Ergebnisse an.
Wenn wir (1.10), (1.17) und (2.18) in (2.23) einsetzen und über u, > O inte-
grieren, so lassen sich die N folgendermaßen schreiben

(2.24) 7Ä = Xm e_'/' + Y/m Ei (— :) m — O, 1, 2, . . .,

wobei für m — O, 1, . . ., 6

ZCq " — ! ZCj " X3 " O m == y

" 2 V2 (7t — 2)

(2.25) :'t, —"6 " " 16y/ii (I" :)

x5--:V"N'(:":"i)
und

y
¶0 = " K ¶1 -Y/3-Ö Y],- |i+ 3) ,Y2(: 2)

(2.26) ¶4 " '76 " _ ,Zi (i _ :')

¶3= -}/'t" ,') ;J;'+ n ', (y -n+4)].

Setzt man (1.17), (2.17) und (2.18) in (2.21) ein und integriert über u, > O,

so lassen sich für ag)+ die asymptotischen Ausdrücke finden. Die asymptoti-

schen Betrachtungen wurden nach dem Parameter 0( — e y durchgeführt,

und zwar für cl -> oo und infolge der ungleichmäßigen Asymptotik in Rand-
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nähe für ct -> O. Wir erhalten für die a2)" (m — O, . . ., 6)

a$')" — n,

,M')" _ Y2 hn, (U,% —I)

a!')" _ V:"h:, n, (u,, _" di)

(2.27) A')" — O
a{')" — Y2 hn,{T,, — 2 U,, — (j!j — I)}

äf"" - 4'? ",,') n,{T,, _ ^)/':, U,, — :,:" :}

af"" - ]/2 hn, (T,, — 4) :

wobei infolge [3]

:3 e"p {_ 3 (: )'1'| [I + O (,X-'/')] 'X " CX)

(2.28) n, Ag 1 1

2 «"Ina + 0(0') cl -> O

(2 29)

n, U,, m V:h (?)'/3 e 3(¶-)'/3[1+ O (,X "P)]

'X " C'O

' 2V:h«[lna+?C+O(m)|
ac -> O

C — EULERsche Konstante

1 ,X 13 _3 !Z '3

-7- e " [1 + O (OC_2/3)] 'X " CXJ
(2.30)

n, U,, mm :i !2[)1/ Y,:' ) /. V 2lnoc+O((y2)]

a " O

ns(2.31) n, T,,, — n, T,, * 2 h

.: 1:)2,/3n, CL -> CXJ

(2.32) n, T,, 7± " 1 1 1 1
K [4 2Vjc+Tct2+0(agln(x)] dc " O.

Nach Einsetzen von (2.4) in (2.5) —(2.7) unter Berücksichtigung von (2.19),

(2.20), (2.22) und (2.24) -(2.32) erhalten wir in der ersten Näherung für die

mittlere Dichte, Geschwindigkeit und Temperatur des Gases für h -> oo
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folgende asymptotische Ausdrücke:

n(1) = 1 + n, + Fo(y)

U!') = 1 + n::) (U,% — I)

(2.33) 1
U$jj m yj(1) [ns U,y + Ft (y)]

T(") ,m 32;ii [i+ 23h " n, T, — n(') U(')' +F2 (y)l ,

wobei

"o(y) - - :f+ :E'(- :)|
y

Fl(y)" ,Y'n h [(:—l)e"5 +{'Ei(— :)l

F, (y) == (i+ ,',)F,(y) + =" :i '":

n, T, — n,[T,,, + T,y + T,,].

Für y -> cxj erhält man aus (2.33) die Gasparameter der ungestörten Außen-
strömung. Infolge der ungleichmäßigen Asymptotik der Makroparameter
des Gases in Randnähe kann man schon in der ersten Näherung Aussagen
über die Grenzschicht machen. Als Grenzschicht bezeichngi wir eine un-
endlich dünne Schicht, deren D"icke in unserem Fall umgekehrt proportional
zu M ist, was aus dem Übergangsbereich von einer Asymptotik zur anderen

ersichtlich ist. Die innere Struktur der Grenzschicht wird durch die asym-
ptotischen Ausdrücke für die Gasparameter (2.33) für dc -> O charakterisiert.
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