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Hyperschallumstromung einer unendlichen Platte
durch verdiinntes Gas

Eine Platte y = 0 befinde sich in der ungestorten Stromung cines ein-
atomigen verdinnten Gases, dessen mittlere dimensionslose Geschwindig-
keit U7y = {1, 0, 0} betragen soll. Die Reflexion der Molekiile von der Wand
sei diffus. Die Molekile betrachten wir als elastische Kugeln. Die Tempe-
ratur der Platte soll sich nicht von der Temperatur des Gases unterscheiden,
Gesucht sind die asymptotischen Ausdriicke fir die Makroparameter des
Gases far grofle Macu-Zahlen M. Bei der Losung dieses Problems gehen wir
nach denin [1] dargelegten Methoden vor und bestimmen die Gasparameter
in der ersten Niherung.

1. Die Verteilungsfunktion /= (7, @) der Molekiile
und die Polynome ¥

Die Umstromung cines Korpers durch ein verdimntes Gas 1iBt sich mit
Hilfe des kinetischen Gleichungssystems von S. W. WALLANDER [2] dar-
stellen, das im stationiren IFall dic dimensionslose Form hat
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wobei
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und

(1.3) Q (7, u) fff[u—u”f(r‘ft) 7
(1.4) ffffffWL — ity | - f(7, ) (7, dty) T (@, 41y, @y) dity dity
und fur elastische kugelférmige Molekiile
o 1 g |y — @y
(1.5) T(u,ul,u_;)=n—|—al—_—_72—2ﬁ6{u— l2 23'—*22 1}
(1.6) & (7, @) = N(r,) T (@)
und bei diffuser Reflexion
(17) F _“—ffff Ts, U Mndu
(1.8) T (@)= 2hu e, =1 M2

Weiter sind

|

— der Radiusvektor des Raumpunktes (v, y, 2)

— der Radiusvektor des Punktes (xs, ys, 25) auf der Oberfliche des umstrémten
Korpers

die Geschwindigkeit der Molekiile

die dulere Normale des Korpers im Punkte 7

die Zeit der freien Bewegung der Molekiile

die Zeit der freien Bewegung der Molekiile vom Koérper in den Punkt 7

der Kegel im Geschwindigkeitsraum, der alle Geschwindigkeiten @ enthilt,
mit denen die Molekiile in freier Bewegung vom Korper in den Punkt 7 ge-
langen koénnen

- — der Rest des Geschwindigkeitsraumes
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Fir den Fall einer unendlichen Platte gilt: 7, = Ml und u, = u,. Ferner
y

bezeichnen 2+ das Gebiet #, >0 und 2~ das Gebiet #, <0 des Geschwindig-
keitsraumes. Alle in der Arbeit vorkommenden GréBen sind dimensionslos.
Einen Hinweis auf die BezugsgréBen finden wir in [1].

Im folgenden gehoren alle mit ,, 4 versehenen GroBen zum Geschwindig-
keitsraum £2F und alle mit ,,—*“ bezeichneten zum Raum 0Q-.

Da die Verteilungsfunktion auf der Fliche %, = 0 einen Sprung erleidet,
kann man sie fir die Gebiete %, < 0 und u, > 0 wie folgt definieren [1]

(1.9) FEE ) = fold) X az ) Vi)

Hier sind "

(1.10) fo@) = (5) e ra- o

die MaxwerLsche Verteilungsfunktion, aZ — die Reihenkoeffizienten

und Y — die Polynome, die mit dem Gewicht £, aus (1.10) in 2% ortho-
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normiert sind. Diec Polynome ¥} lassen sich nach folgendem Schema kon-
struieren

m—1

(111) lpm = O';,; P — 26;/: (pk m = 0: 1: 2: LR

k=0
wobei {¢,,} die Folge linear unabhanglgcr Lensoren {ut; a1, -~y §icicniici
(1, =1,2,3;m=0,1,2,...;u;, — die Komponenten des Geschwindigkeits-

vektors @ und die Indlzes 1, 2, 3 entsprechen den Indizes x, v, 2) dritter
Ordnung vom Rang m ist und
!

119 + + L
(1.12) O‘m:“6 ”: , 61;/‘»‘ = b’;k
m
-1
o e g
(113) mk T 4 ok — 2 ik “mi
%01 i=1
1>k

k-1

(114} dﬂ_Lk “()/"_;l ml\ 20’”” ;}

=0

m—1 m—1
(1 .1.«‘)) :\Om‘lﬁ - o Lo — = 2 bm/ o’ml =+ 2 me k% }

00 k=0 1, k=0

(1.16) %l = fffﬁ,q ¢; dit 6] =0,1,2,... o5 = aF.

Alle in (1.11)—(1.15) angelithrten GroBen erhalt man sukzessiv. Wie aus
(1.11)—(1.15) zu erschen ist, sind die Polynome ¥: endgiiltig bestimmt,
wenn wir die 7 ermitteln. Im Falle einer unendlichen Platte lassen sich
diese Integrale exakt ausrechnen. Diese Werte fassen wir firz, 7 =0, ..., 6
in der Tabelle 1 zusammen. Sind die o5 bekannt, so kénnen wir die ¢;; und
b (m=0,...,6) bestimmen (Tabelle 2). Die ersten Polynome (m = 0,. . ., 6)
haben die Form

vy =|
iy Pe=1zhe
Vi = V’h{ui— 201, — (_h_ 1)}
w =/] T_)Eil“){”f—(iﬁjzl /z|7)“.1—_>'1/1 15}
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Tabelle 1

“3%:4’]"12
pr | B0 | whimy (14 )
=0 =g (try) | =g
af’%:() a§=7l!h(1+21}1) “(siszs_l;ﬁ “(ﬁi:g:%hfz
Tabelle 2
b =9
b =0 bt =0
b=0 bi,=0 bE=0
Lye L lodys 1 Iy (73 e i
(,5-1.;) _2h(ag) T2 ’(gz) To2n(m—2) (gﬁ) 202




In den runden Klammern gehort ,,+ zu ¥, und ,,—* zu ¥,,. Mit Hilfe
der erhaltenen Polynome lassen sich nun die Makroparameter des Gases
nach den Reihenkoeffizienten a fiir die Verteilungsfunktion bestimmen.

2. Die Makroparameter des Gases

Wenn man (1.9) in (1.1) einsetzt, entsprechend mit ¥, und ¥,, multipliziert
und iber 2 und Q- integriert, so erhdlt man infolge der orthonorrnlerten
Polynome %= ein unendliches System von Integralmomentengleichungen

zur Bestimmung der a

(2.1) ar = f{ EVEfEdin, m—0,1,2, ...

Mit V= % sind hier die rechten Seiten in (1.1) bezeichnet. Fithren wir folgende
Bezeichnungen ein:

(2.2) M= [[[g.f5da, i=0,1,2,...
ot
(2.3) {B}* = B* + B,

wobei B ein Skalar, Vektor oder Tensor sein kann. Multipliziert man (1.9)
mit (1.11) und integriert iiber 2, so erhilt man

m—1

(2.4) M;, = [am + Y o M*], m=0,1,2...

Um k=0
Unter Beriicksichtigung von (2.2) und (2.3) lassen sich die mittlere Dichte 7,
Geschwindigkeit U und Temperatur 7 des Gases nach den M * wie folgt aus-
dricken [1]
(2.5) n = ffffdﬁ = {n}t = {My}%,
wobei

W [I] i

()_

Analog
(2.6) nU = [[[fadi={nU}*" ={U;}*,
wobel .
{("le}J = {"111}'1 > {Lrl}'}i - {‘llz}i: {Uviz}i = {‘1[3}:{:
und
_ T .
(2.7) i,”,%—[”f @ — O)da =" = (M + My + Mo} — nU™.

Wie aus (2.4)—(2.7) zu-ersehen ist, sind die Gasparameter bestimmt, wenn
die £ bekannt sind. Zur Berechnung der a;, wenden wir uns dem Gleichungs-
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system (2.1) zu, das wir mit Hilfe des Iterationsverfahrens betrachten. Es
gilt
(2.8) al® = ffflpivif vdin om=0,1,2,...,

wobei n die Nummer der Niherung ist.

Als nullte Ndherung nehmen wir die ungestorte AuBenstromung, die durch
die MaxwEeLLsche Verteilungsfunktion f, charakterisiert wird. Das be-
deutet, daB die Koeffizienten a; in der nullten Ndherung folgende Aus-
driicke haben

(2.9) al’>” =1 a”" =0 aP* =0 fir k=1,23, ...

Setzt man (1.9) in (1.3) und (1.7) ein und bertcksichtigt dabei (2.9), so er-
hélt man [1]

(2.10) NO =g, QU =45,
wobei
’ - _ =1
(2.11) pr==[[[mpdi=
u),<0
_ _ _ _ _ 1, - —
(2.12) A, :ffof|u—%1|f0(u1)dulm§w—U0|.
'u,y<

Hier wurde A fiir # — co asymptotisch nach LAPLACE abgeschitzt. Infolge
des Gleichgewichtes erhalten wir fiir @

1 _ —_
(2.13) DO = f,0 = fod; ~ 5 foli— T,
GemiB (2.8) gilt fir aX in der ersten Niherung
(2.14) al)* = fff VEVEfEdn, m=01,2,...

Setzt man (2.10)—(2.13) unter Berticksichtigung von (1.6) und (1.2) in (1.1)
ein und integriert tiber 7, so erhilt man fiir V* ff

(2.15) Vofi =fo

(2.16) Vify =fo4+ 11 (7a, 7)) [f§ — fol,

wobel

(2.17) fi=(G) e

(2.18) I (7,7, )ﬁexp{ é]a—z‘m%}.

Infolge (2.14), (1.11), (1.16) und Tabelle 1 erhalten wir fiir die a{)’*
(2.19) a'm =5 =0 k=123, ...

(2.20) all* =al +alc  m=012...,
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wobel

(2.21) ahr = [{f VI a, 1) dit

(2.22) a’ =, L v, at =y k1,23, ..

und

(2.23) Yo = / H Vo foll (i, t)din m=0,1,2, ...
i1, >0

Wie aus (2.19)—(2.23) zu ersehen ist, sind die "~ bestimmt, und zur Er-
mittlung der !~ miissen noch die Integrale (2.21) und (2.23) gelost w orden
Hierbei lassen sich die y,, exakt ausrechnen, wihrend man die all’+ fir
7 — oo asymptotisch abschitzen kann. Das asymptotische Verhalten der
ay,’* in Randnihe ist ungleichmiBig. Zur . Autdeckung dieser UngleichmiBig-
keit wurden schon Untersuchungen [3] durchgefithrt. In diesem Artikel
gehen wir nicht niher darauf cin, sondern fithren nur die Ergebnisse an.
Wenn wir (1.10), (1.17) und (2.18) in (2.23) einsetzen und iiber #, > 0 inte-
grieren, so lassen sich die y;; folgendermaBen schreiben '

(2.24) V=, e 4oy Ei(— ;) m = 0,1, 2,
wobei firm = 0,1,...,6
[ -’/\7
=Ty aEm=l msoEi—
(2.25) 5, —x Y ( —X)
e 16132 2
. y _)_(7 ;—)_) G—m y
m=—r ) G
und
y 1Y y
m=—g =m0 (1) 22—
-) .) g .}' "2
20 mme= = (1)
: 2 —=2) y[? 1 ,
7"":_1 x—3 8 [\ R (3’_”7‘4)]-

Setzt man (1.17), (2 17) und (2.18) in (2.21) ein und integriert iiber u, > 0,
solassen sich fiir ! die asymptotischen Ausdriicke ﬁnden Die asy mptotl-

Vh

schen Betrachtungen wurden nach dem Parameter o = '~ y durchgefiihrt,

"

und zwar fiir « -» oo und infolge der ungleichmiBigen Asymptotlk in Rand-
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nihe fiir o -~ 0. Wir erhalten fur die @) (m = 0, ..., 6)
at =,

"t =Y2hn (U, —1)

a“)’—] 77751 ( ,—-—:1_
)

(2.27) (W)“ =0

Al =12 i, {T Y (1 —1)}

(1) 4 Iy 1
alt =2 hn, (T” — ;—) .

wobel infolge [3]

{ : 5/
Py €XP .{— 3 (i ) } 0" o o0
(2.28) noAzq :
- ( L
ST s lno -+ 0(2) % >0

(2.30) n,U,, =~

11 ][1—|7w-<7’l1zo'+0( 3] -0

T/l

(2.31) n, Ty, =n, T, ~ %

1 jo

ﬂ_),) ", % 00
(2.32) n, T, 23 1y

]7['/7—‘:)‘——0'—1—*7 +O( }1110(.)] o > 0.

Nach Einsetzen von (2.4) in (2.5)—(2.7) unter Berticksichtigung von (2.19),
(2.20), (2.22) und (2.24)—(2.32) erhalten wir in der ersten Nédherung fur die
mittlere Dichte, Geschwindigkeit und Temperatur des Gases fiir £ > co
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folgende asymptotische Ausdriicke:
n ~ 1+ ng + Fo(y)

Ng

L’T;(c’[) ~ 1 + m ([]sx - 1)
(2.33) :
LTLI) ~ nd) [%s Usy + Fl(yﬂ
. 2h 3 . 2
T‘l) ~ ﬁl’)[1. +ﬁ+7ls TS —%(1) U(l) 4—Z:"z (y)] s
wobei
I _% . Y
Foly) = — _,[e : +2Ez(_3)]

o)

Fi(y):%[(%’—i)e_' +XZE7I(_%’)]

/7

3 3y(—6) -3
F:(y)::(1—}—Qh)FO(y)_’_TE_%T )6 2

(—2)
nS TS = %S£TS.‘V _|_ Tsy + TSZ]'

Fiir y — co erhdlt man aus (2.33) die Gasparameter der ungestorten AuBen-
stromung. Infolge der ungleichmadBigen Asymptotik der Makroparameter
des Gases in Randnéihe kann man schon in der ersten Niherung Aussagen
iiber die Grenzschicht machen. Als Grenzschicht bezeichnen wir eine un-
endlich diinne Schicht, deren Dicke in unserem Fall umgekehrt proportional
zu M ist, was aus dem Ubergangsbereich von einer Asymptotik zur anderen
ersichtlich ist. Die innere Struktur der Grenzschicht wird durch die asym-
ptotischen Ausdriicke fur die Gasparameter (2.33) fiir « — 0 charakterisiert.
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