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j. Szia¥a

Konvektiver Stoffii'berhanA bei der BeweFnlnFF eines festen

kuhelförnli,Äen Teilchens in einein Zweiphasemiiedium

In der vorlieEenden Arbeit wird. der Übertragungsprozeß eines in

einem Zweiphaseniuedium eingelagerten Stoffes an ein festes ku-

gelförmiges Teilchen untersucht . Ausgehend von der Lösung des

hydrodynamischen Frobleins der Uwströmur,g einer Kugel durch ein

Zweiphasenmedium [I] wird eine Formel für den Gesaintdiffusions-

strom angegeben .

I . ProblelnstellunR

Ein festes kueelföruliges Teilchen mit dem Radius a befinde

sich in der stationären laminaren Strömung eines Zweiphasenme-

äiums, wobei 'beide Phasen im Unendlichen die nach .Betrag und

Richtung konstanten Geschwindigkeiten Uj besitzen. Wir neh-

men an, daß die wirklichen und reduzierten Dichten und somit

auch die Porositäten der beiden Phasen konstant sind, d.h.

P: - const , Pi = const und 14j _ :t = const . Ferner sei

der Wechselwirkungskoeffizient K ebenfalls konstant.

Das betrachtete feste kugelförmige Teilchen sei nun so klein,

daß Rej - ;;i << 1 gilt. Dabei kann man die Strömung in der

Umgebung des Teilchens als zäh ansehen. Das hierbei auftreten-

de hydrodynamische Problem der Umströmung eines kugelförmigen

Teilchens durch ein Zweiphasenmedium ist in [I] gelöst worden.

Hiervon ausgehend kann man an die Lösung des Diffusionsprobleins

herangehen. Dabei wird folgende Aufgabe gelöst: Das Zweiphasen-

medium enthalte eine geringe Beimischung, die im Kontakt mit
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dein kugelförmigen Teilchen zu chemischen oder phvsilcalisch-

chemischen Umwandlungen führt. Gesucht wird der Gesamtdiffu-

sionsstrom an das feste kugelförmige Teilchen.

Die Konzentration c der Beimischung sei klein, so daß man

den Diffusionskoeffizient D als konstant voraussetzen kann,

Pile aus der Lösung des hydrodynamischen Problems [I] zu er-

sehen ist, verringern sich die Geschwindigkeiten der Phasen

und des Gemisches stetig mit dein Abstand von der Teilchenober-

fläche und in unmittelbarer Umgebung des Teilchens existiert

keine hydrodynamische Grenzschicht. Un€eachtet dessen, ent-

steht aber in der Nihe der Teilchenoberfläche eine Diffusions-

grenzschicht. Das hängt damit zusauunen, daß die entsprechenden
Uj a

Nciet-Zäien Pej = um ein Vielfaches größer sind als
D

die Rej , so daß gleichzeitig Rej << 1 und Pej >> 1 sind

[2]. Wie bekannt, spielen sich. die wesentlichen Diffusionspro-

zesse für Fe >> 1 in unmittelbarer Nähe der Reaktionsober-

fläche ab. Hier in der Diffusionsgrenzsehicht ist eine deut-

liche Änderung der Konzentration des eingelagerten Stoffes zu

beobachten.

Die Gleichung für die konvektive Diffusion in der Diffusions-

g'renzschicht hat in sphärischen Koordinaten die Gestalt

(I)
dc ve dc cEc 2 dc
_ + _ — = D ( 2 + — — )vr dr

r dC i3r r dr

Hierbei wurde auf der rechten Seite das Glied mit
1 a dc

2 . _ ( sinO — ) fortlassen, da die Ableitungen entlang
r si.nß d6 i30
der Kugeloberfläche im Vergleich zu den Ableitungen über den

Radiusvektor klein sind.
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In (I) sind

(2)

vr = Plj v!1) + 142 v!2)

ve = Mj vf1) + ,,2 <2)

wobei v!i) und vji) die entsprechenden Geschwirdigkeiten der

einzelnen Phasen sind .

Zur Auffindung der Lösung von (I) benötigen wir noch Randbedin-

gungen . Da sich der Diffusionsprozeß in unmittelbarer Umgebung

des festen kugelförmigen Teilchens vollzieht, haben wir in wei-

ter Entfernung vom Teilchen die Bedingung

(3) c = co für r od

Wir betrachten nun einen solchen Diffusionsprozeß, bei dein auf

der Kugeloberfläche die Beäingung

(4) C = O für r = a

erfüllt ist. Das bedeutet, daß sich die im Kontakt mit dein kugel-

förmigen Teilchen befindende Beimischung uninittelbar init diesem

reagiert und somit der größtmögliche Diffusionsstrom gewährlei-

stet wird. Schließlich nehmen wir an, daß im Anströmpunkt keine

Singularitäten auftreten, d.h. es ist

(5) C = Cq im Anströmpunkt.

Die Aufgabe besteht nun in der Lösung der Gleichung (I) unter

Berii'.cksichtigung der Randbedingungen (3)-(5) und der Auffindung

einer Formel für den Gesaintdiffusionsstrom .
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II. LÖSWif des Problems

Gemäß der Ergebnisse aus [I] lassen sich die Geschwindigkeiten

des Zweiphasenmediums vr und vE) nach folgenden Formeln er-

mitteln

(6)

V" = K1:K2 { K1K2 ug1) + (1'2K2_141k1)u!2) }

V = 1 { K1K2 141) + (m2K2-"1K1N2) } ,(3 K1+K2

wobei u!1) = u* { i-;;+ 2:: } COS f3

,41) =U* { 1-E:'_ 4:: } "in €3

(7)

(2) - a3 3 3 a -Y(r-a) 1 1= U {1_ _3 (1+ —== )+3 — e (—'F T2TT) } COS E)ur
r Ya y a r Yr y r

(2) — a3 3 3 3 a -Y(j'-a) 1 1ue =_ u { 1+ _~3(1+ — + ==)_ _ _ e (1+ —+ TTZ) }sin6
2r Ya Y a 2 r Yr Y r

und

K
K* =
" Yi µi

i = 1, 2

Y = Y Kj + K2

(8)

u* = gi. , g2.
Kj K2

~U = U2 " Uj

sind. Wegen der Kontinuitätsglei chung gilt
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(9)

1 d q)
vr = r sin e r a 6

1 i3¢
Vg = " rs in0 dr

wobei qii die Stroinfunktion ist. Aus (9) bestimmen wir unter

Berüciksiehtigung von (6) die Stromfunktion 4) mit einer Ge-

nauigkeit bis auf eine beliebige Konstante. Die Konstante wäh-

len wir so, daß cp = o ist für r = a . Iin Ergebnis erhal-

ten wir

(IQ)

,1, = r2 sin2 EB { u a!1) + ß a!2) } ,

2 Y2

wobei

~(1)
u!i)

- i = 1, 2ur cos E)

CC = K1K2

ß = M2K2 " ujKj

sind.

Da die wesentlichen Prozesse sich in der Diffusionsgrenzschicht

abspielen, interessieren uns nur Lösungen der Gleichung (I) für

die Werte von r , die sich wenig voiii Kugelradius a unterschei-

den . Bezeichnen wir- mit x = r — a , dann erhalten wir aus (IQ)

für kleine x

(11)
3 sin%

'1' = 4 y2 [ ct u* + ß ii (Yä±i) ] x2

Wegen (6) ergibt sich für die Tangmtialgeschwindigkeit ve bei

kleinen x

(12) 3 sine _
ve = " 2a yZ [ cc u* + ßU(Ya+1) ] x
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Berücksichtigt man, daß für kleine Werte von x (x << a)

i32c 2 dc

_"~5 >> _
dx a dx

ist, dann kann man die G'leichune (I) in der Gestalt

'(C)
dc ve dc d2c

"" äx' " a a' = D äxC

schreiben. Gehen wir in dieser Gleichung von den Variablen X,0

zu den Variablen E) , (l) über und berücksichtigen dabei (9), so

erhalten wir

( Zc. ) = D a2sin6 E (a sinO v Zc. )

i30 ,1, a(l) 0 aj,

Wegen (11) und (12) resultiert dann hieraus die Gleichung

(14) (%),1, = ¥ a?sin% \/3[0cU*+ßii(Ya+1)] # (Fn %)

Anstelle von (3)-(5) gelten nun folgende Randbedingungen:

Auf der Teilchenoberfläche

(i5) c = O für q) = O ,

in weiter Entfernung voin Teilchen

(16) C = Cq für q) ~ 'x' ,

im Anströmpunkt

(17) C = Cq für B = O , ¢) = O
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Durch die Substitution

t = ¥ a2 \i3ku*+ßÜ(Ya+1)] f sin% d8 =

(18)

= :% a2 y3ku*+ßÜ(Ya+1)] (d - "i"Z2o) + Cj

läßt sich (14) in die Gleichung

(i9) #=äµvs%)
überführen. File eine einfache Dimensionsanalyse zeigt, hängt die

Lösung C(¢i , t) von den Variablen 4) , t nur über die Kombination

'I'
t) = = ab. Demnach können wir die Gleichung (19) in der Form

(20)

d2c 4 2 dc

,iz2 + ii Z äz' = O

schreiben, wobei z = Fi ist. Für die Konzentration c erhalten

wir unmittelbar aus dieser Gleichung unter Berücksichtigung der

Randbedin¥;ungen (i5) und (16) den Ausdruck

(21)
C = ±0— ; exp { — 2 z3 } dz ,

1,15 , 9

wobei

(22)
il 3 [ocU*+ ßü (Yä±i)] sinO · x

Z
2y[F a2 q3ku*+ßÜ(Ya+1)] (o - "i?2a) + Cj ]113

ist. In der Umgebung des Anströmpunktes , d.h. für kleine (3 gilt

6[ccU*+ßü(Ya+1 )' e · x
Z m

2y [± a2 \/3[0cu* + ßü(Ya+1)] ' 63+C1]1/3
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Damit für FB = O die Größe z positiv ist, ist Cj = O .

Demnach ergibt sich aus (22)

(23) 3 3[ccU*+ßij(Ya+1)] x sin e
" = 4 YZa2D " (6 - "iS26) Iß

Der Diffusionsstrom an der Teilchenoberfläche läßt sich nach

der Formel

j = D (#)i
X=O

ermitteln , Nach (21) und (23) erhalten wir

(24)
co 3 3[oU*+ßij(Ya+1)] sin E)

j = d 1,1f5 4YZa2 d

(c sjg20)'|/5

Für die Dicke der Diffusionsgrenzschicht ergibt sich

(25)
Deo ,3 4YZaZ D (Ö _ 'ifg)1/3

6 = j = 1j1;' 3[clu*+ßÜ(Ya+1)]
sin (3

Der gesamte Stoffstrom J an das Teilchen läßt sieh nach der

Formel

(26)
n

j = f j ds = 2na2 f j sinß dß

O

berechnen,

Unter P)erücksichtigurLg von (24) , (8) und (IQ) erhalten wir

schließlich

CU) J = 7,98. C,D2/3a4/3[Y1U1""2U2""(µ1_µ2) (U2-U1 ) µ1 :2:=µ2)]'/"
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Die Funktion von E) in der Formel (24) hat im Punkt 0 = O

den Wert 1 , im Punkt B = Z den Wert fi und für 8 = k

den Wert O . Demnach hat der Diffusionsstroin seinen größten

VIert im Anströmpunkt 0 = O , er verringert sich mit wachsen-

dem E) und wird Null 1i71 Staupunkt. Die Dicke der Diffusions-

grenzschicht (25) wird größer mit wachsendem 0 und wird co

für EJ = r . Zu BeQnn haben wir vorausgesetzt, daß die Dicke

der I)iffusionsm:enzschieht bedeutend kleiner ist, als der Ra-

dius des Teilchens. Hieraus läßt sich die Schlußfolgerung

ziehen, daß von gewissen Werten E) an, die nahe an E) = 71

liegen, die betrachtete Theorie nicht mehr anwendbar ist. Ab-

gesehen davon, hat aber das Gebiet 6' ·U r wenig Einfluß auf

den gesamten Stoffstrom J .

Zum Schluß sei noch angemerkt, daß der Diffusionsstrom j ,

äie Dicke der Diffusionsgrenzschieht 6 und der gesamte Stoff-

strom J von den Parametern der Komponenteii des Zweiphasen-

gemisches abhängen. Schon für eine quasihomogene Strömung, d.h.

wenn Uj = U2 ist, gehen die erhaltenen Formeln (24), (25) und

(27) in die entsprechenden Formeln einer homogenen Strömung j2]

über.

Mit anderen Worten, sind die Geschwindigkeiten der beiden Pha-

sen im Unendlichen gleich, dann spielt die Wechselwirkung zwi-

schen den beiden Phasen bei der Lösung des Diffusionsproblems

keine Rolle und wir können sofort auf bekannte Formeln für ho-

InoEene Medien zurückgreifen.
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