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Konvektiver Stoffibergang bei der Bewegung eines festen

kugelformigen Teilchens in einem Zweiphasenmedium

In der vorliegenden Arbeit wird der Ubertragungsprozef eines in
einem Zweiphasenmedium eingelagerten Stoffes an ein festes ku-
gelformiges Teilchen untersucht. Ausgehend von der ILdsung des
hydrodynamischen FProblems der Umstromung einer RKugel durch ein
Zweiphasenmedium [1] wird eine Formel fiir den Gesamtdiffusions-

strom angegeben.

Problemstel lung

Ein festes kugelfdrmiges Teilchen mit dem Radius a befinde
sich in der stationdren laminaren Stromung eines Zweiphasenme-—
diums, wobel beide Phasen im Unendlichen die nach Betrag und
Richtung konstanten Geschwindigkeiten Ui besitzen. Wir neh-
men an, daB die wirklichen und reduzierten Dichten und somit
auch die Porositéten der beiden Phasen konstant sind, d.h.

P
p; = const , p; = const und wu; = — = const . Terner sei

Px
i
der Wechselwirkungskoeffizient K ebenfalls konstant.

Das betrachtete feste kugelfdrmige Teilchen sei nun so klein,

al.
daB Rei = —= << 1 gilt. Dabei kann man die Stromung in der

Vi

Unmgebung des Teilchens als zZh ansehen. Das hierbei auftreten-~
de hydrodynamische Problem der Umstrdmung eines kugelfdrmigen
Teilchens durch ein Zweiphasenmedium ist in [1] geldst worden.
Hiervon ausgehend kann man an die Ldsung des Diffusionsproblenms
herangehen. Dabei wird folgende Aufgabe geldst: Das Zweiphasen—

medium enthalte eine geringe Beimischung, die im Kontakt mit



dem kugelfdrmigen Teilchen zu chemischen oder physikalisch-
chemischen Umwandlungen fithrt. Gesucht wird der Gesamtdiffu-

sionsstrom an das feste kugelformige Teilchen.

Die Konzentration c¢ der Beimischung sei klein, so dafll man
den Diffusionskoeffizient D als konstant voraussetzen kann.
Wie aus der ILdsung des hydrodynamischen Problems [1] zu er-
sehen ist, verringern sich die Geschwindigkeiten der Phasen
und des Gemisches stetig mit dem Abstand von der Teilchenober-—
flache und in unmittelbarer Umgebung des Teilchens existiert
keine hydrodynamische Grenzschicht. Ungeachtet dessen, ent-
steht aber in der N&he der Teilchenoberfliche eine Diffusions-

grenzschicht. Das hingt damit zussmmen, daB die entsprechenden

U, a
Péclet-Zahlen Pe; = 1 um ein Vielfaches grofer sind als
D
die Rei y S0 daB gleichzeitig Rei << 1 und ?ei >> 1 sind

[2]. Wie bekannt, spielen sich die wesentlichen Diffusionspro-
zesse fUr Pe >> 1 in unmittelbarer Nihe der Reaktionsober-
flache ab. Hier in der Diffusionsgrenzschicht ist eine deut-
liche Anderung der Konzentration des eingelagerten Stoffes zu
beobachten.

Die Gleichung fiir die konvektive Diffusion in der Diffusions-

grenzgschicht hat in sph8rischen Koordinaten die Gestalt

. dc vy dc : 3°c 2 ac ;
V,—+— — =D (—s+t— —
T ar r 0@ or r Or

Hierbei wurde auf der rechten Seite das Glied mit
1 3 dc
——— — ( 5in® — ) fortlassen, da die Ableitungen entlang
r sin® 06 oe
der Rugeloberfliche im Vergleich zu den Ableitungen iber den

Radiusvektor klein sind.



In (1) sind

Vr

M1 ng) + 'Vl2 VJ(:?)

)
= “n (2)

Vg = Mg Vg '+ ¥y Vg
wobel véi) und Véi> die entsprechenden Geschwindigkeiten der
einzelnen Phasen sind.

Zur Auffindung der Losung von (1) bendtigen wir noch Randbedin-~
gungen, Da sich der Diffusionsprozel in unmittelbarer Umgebung
des festen kugelfirmigen Teilchens vollzieht, heben wir in wei-

ter Entfernung vom Teilchen die Bedingung
(3 c=c¢, flir r—o

Wir Dbetrachten nun einen solchen DiffusionsprozeB, bei dem auf

der Kugeloberfliche die Bedingung
4 c =0 fir r = a

erfillt ist. Das bedeubtet, daB sich die im Kontakt mit dem kugel-
formigen Teilchen befindende Beimischung unmittelbar mit diesem
reagiert und somit der groBtmdgliche Diffusionsstrom gewihrlei-
stet wird., SchlieBlich nehmen wir an, daB im Anstrompunkt keine

Singularitaten auftreten, d.h. es ist

(3 c = ¢, im Anstrompunkt.

Die Aufgabe besteht nun in der Ldsung der Gleichung (1) unter
Berlicksichtigung der Randbedingungen (3)-(5) und der Auffindung

einer Formel fir den Gesamtdiffusionsstrom.



IT., Losung des Problems

Gem#B der Ergebnisse aus [1] lassen sich die Geschwindigkeiten

nach folgenden Formeln er-

des Zweiphasenmediums Vo und Vo
mitteln
L g, oD i
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sind. Wegen der Kontinuitdtsgleichung gilt
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1 3¢
VI' =
rsin @ ro@
(9 b e
VQ = -

rsin@ or

wobei ¢ die Stromfunktion ist. Aus (9) bestimmen wir unter
Berlicksichtigung von (6) die Stromfunktion ¢ mit einer Ge-
nauigkeit bis auf eine beliebige Konstante., Die Konstante wih-

len wir so, daf ¢ =0 ist fiir r = a . Im Brgebnis erhal-

ten wir
1‘2 Siﬁz © N( !) (2)
(10) ¢ =———{au,’ +8u"" },
2 ¥°
wobeil . u(i)
¥ | = i=1,2
T
cos ©
o = KqKé
B =uly - Ky
sind,

Da die wesentlichen Prozesse sich in der Diffusionsgrenzschicht
abspielen, interessieren uns nur Losungen der Gleichung (1) fir
die Werte von r , die sich wenig vom RKugelradius a unterschei-
den. Bezeichnen wir mit x = r - a , dann erhalten wir aus (10)

fir kleine x

5 s1n2

1) ¢ = ——-2———[ocU + BT (ya+1) ]

Wegen (6) ergibt sich fiir die Tengentialgeschwindigkeit v, Dbei

e
kleinen x

(12) v Eijfgﬁ [ o U* + BU(Ya+1) ]
e 2a, *



Beriicksichtigt man, daB fiir kleine Werte von x (X << a)

2

o ¢ 2 9c
— 3> = —
ox a ox

ist, dann kann man die Gleichung (1) in der Gestalt

‘ oc v® ac 620
13) V,—+— — =D
= 9x a 38 a;§

schreiben., Gehen wir in dieser Gleichung von den Variablen x,8
zu den Variablen &, ¢ iber und beriicksichtigen dabei (9), so
erhalten wir

oc > 0 oc
(— ) =D a"sin® — (a sind Vg —

¢ .

Wegen (11) und (12) resultiert dann hieraus die Gleichung

G =24

i B if ¥ e 0 ac
sin“e V3[aU™+B8U(ya+1)] o =)
o o0 o)

Anstelle von (3) - (5) gelten nun folgende Randbedingungen:
Auf der Teilchenoberflidche

(15) c=0 fir ¢ =0,
in weiter Entfernung vom Teilchen
(16) c = c, fir ¢ » o,

im Anstrompunkt

7 c=c, fir €6=0,¢ =0



Durch die Substitution

2

t =-$ a° VB[&U*+B§(Ya+1)] [ sin“® de =
(18)
= é% a2 VB[&U*+Bﬁ(Ya+1)] (6 - EEEEEQ) + C,

148t sich (14) in die Gleichung

(19 S8 =a (V3 52)

Uberfiihren. Wie eine einfache Dimensionsanalyse zeigt, hingt die

Losung c¢(¢ , t) von den Variablen ¢ ,t nur iiber die Kombination

N = =7 ab. Demnach konnen wir die Gleichung (19) in der Form
t
d2c 4 5 de
(20) —= +=2 — =0

schreiben, wobei z = yn ist., Flir die Konzentration ¢ erhalten
wir unmittelbar aus dieser Gleichung unter Berlicksichtigung der

Randbedingungen (15) und (16) den Ausdruck

Z

C 4
(21) c==—~fexp { -=2"} dz ,
1,15 9
0
wobel
V3 [aU*+ 50 (ya+1)] sind. x
(22) Z2 =

- — s oA /7
2YL§% 22 Y3[at*+8T(ya+1)] (@ - 2252 4 0111”

ist, In der Umgebung des Anstrimpunktes, d.h. fiir kleine @ gilt

V3lat* +5T(ya+1) @+ x
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Demit fiir © = O die GroBe =z positiv ist, ist €, =0.

Demnach ergibt sich aus (22)

3 3[aU*+80(ya+1) ] x sin ©
(25) Z = A YEaZD . P m@
(6 - ===)

Der Diffusionsstrom an der Teilchenoberfliche 158% sich nach
der Tormel

. oc

J=0D C§§)]

X=0

ermitteln, Nach (21) und (23) erhalten wir

¢ 3 3l +60(ya+1) ] sin @
(24) j=D0—2 5 og. /5
1,15 4Y a D (8 _ SanG)

Fir die Dicke der Diffusionsgrenzschicht ergibt sich

. 1/3
3 2.2 $in2e
De 4y~a~ D (8 - -—E__Q
(25) & = —2 = 1,15_\/ o
J 3laU™+BU(ya+1) ] sin @

Der gesamte Stoffstrom J an das Teilchen 18t sich nach der

Formel
T
(26) J=1/3ds =2ma° [ j sin® a
(¢}
berechnen.,

Unter Berlicksichtigung von (24), (8) und (10) erhalten wir

schlieBlich
VRV | e s
(27) 9=7,98c D7 7a ™ “lu Uy Untaliy ~ity) (Up-Uy) TP CATEDNTRY



Die Funktion von © in der Formel (24) hat im Punkt € = O
den Wert 1 , im Punkt € =% den Wert 3\/-12;— und fiir 6 = =

den Wert O . Demnach hat der Diffusionsstrom seinen gréften
Wert im AnstrdSmpunkt € = O , er verringert sich mit wachsen-
dem €@ und wird Null im Staupunkt. Die Dicke der Diffusions-
grenzschicht (25) wird gréB8er mit wachsendem € und wird o
fir © = © . 2Zu Beginn haben wir vorausgesetzt, daBl die Dicke
der Diffusionsgrenzschicht bedeutend kleiner ist, als der Ra-
dius des Teilchens. Hieraus l&aBt sich die SchlufBfolgerung
ziehen, daB von gewissen Werten € an, die nghe an © =7
liegen, die betrachtete Theorie nicht mehr anwendbar ist. Ab-
gesehen davon, hat aber das Gebiet © ~ m wenig EinfluB auf
den gesamten Stoffstrom J .

Zum SchluB sei noch angemerkt, daB der Diffusionsstrom J ,

die Dicke der Diffusionsgrenzschicht & wund der gesamte Stoff-
strom J <von den Parametern der Komponenten des Zweiphasen-—
gemisches abhingen. Schon fiir eine guasihomogene Strémung, d.h.
wenn U, = U, 1s%, gehen die erhaltenen Formeln (24), (25) und
(27) in die entsprechenden Formeln einer homogenen Stromung [2]
liber.

Mit anderen Worten, sind die Geschwindigkeiten der beiden Pha-
sen im Unendlichen gleich, dann spielt die Wechselwirkung zwi-
schen den beiden Phasen bei der Ldsung des Diffusionsproblems
keine Rolle und wir kodnnen sofort auf bekannte Formeln fir ho-

mogene Medien zuriickgreifen.
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