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Laminare Grenzschicht be i ZweikoLLponentens t£öi -u=en

rüit Druck?:radient in I,i'in,¶srichtunR

ltusgehend von der Rachmatulinschen iüodellvorstellun,g für I',lehrpha-

senströiiiungen C 1 J wird in der vorliegenden tir'beit die laminare

Grenzschicht bei der Umströraung eines Körpers durch ein Zweikom-

ponentenmediuin behandelt, Dabei knüpfen wir an die Untersuchungen

aus C 2 J an und leiten das Gleichungssystem zur Bestirmung des

Formparaaters her, Danach wird ein einparainetriges Eläherungs-

verfahren angegeben, das zur Ermittlung dieses Forniparaineters

führt. Schließlich wird die laminare Grenzschicht bei der quasi- .

homogenen (Uj = U2 ) Umströinung eines Körpers untersucht.

1. Herleitun/¶ des GleichunAssystems zur BestilTü2untz des

ForA:parame ters

Wir betrachten die laminare ebene stationäre Strömung eines

zähen Zvveikoinponentenmediuins um einen Körper und setzen vor-

aus, daß die wirklichen und reduzierten Dichten der beiden

Koinponenten konstant sind, d.h, q: = const. und Bi = const.

Das Gleichungssystera für die Ströinung in der Grenzschicht

hat die Gestalt [2]

. äu. au. a2u,uj :":' " Vj E = Uj d " yi ayä "

(I)
" E S [("j-'j) - (U,-U,)]

ä;; + ä;;, = ')
i = 1, 2
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mit den Randbedingungen

u . = V. = C)
L L

(2)

uj " Uj

für y = O

für y ckj .

Hierbei sind

uj : Vj " die Geschwindigkeiten der Gemischkowponenten in

x- und y-Ri chtung

y,
L

Uj

K

- die kinematischen Zähigkeiten der Komponenten

- die Geschwindigkeiten der Koinponenten in der

Potentialströtmng

- der Wechselwirkungskoeffizient zwischen den

Koi'itponenten, der als konstant vorausgesetzt wird.

Die Gleichungen und Bedingungen (1)-(2) bilden die Grundlage

für die Herleitung des Gleichungssystems zur Bestimiiiung des

Formparaneters, Dabei werden wir nicht wie be:üi Verfahren nach

v, Kärlnän-Pohlhausen als charakteristische Grenzschichtdicke

die beäingte Dicke Cfj nehmen, sondern die Iiüpulsverlustdicke

Cfj * " , Wie aus der Grenzschiehttheorie für homogene i'äedien be-

kannt ist, führt diese Betrachtumzsweise zu exakteren Ergeb-
.

nissen [3] , und es ist anzunehmen, daß dies auch für Zweikoin-

ponentengemische zutrifft, Wir geben also die einparanietrige

Schar von Geschwinäigkeitsprofilen für die Koiuponenten in den
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Grenzschichtquerschnitten in der Gestalt

(3) :; = 'f'i ( Zf*' C))j =%(r/i } ai)

vor, wobei der Forraparameter (3 i analog zu [2] wie folgt er-

klärt ist:

(4) 8 i = " ( ) Qi O = - cf; "2 : 2: ä

y=o

Berücksichtigen wir nun (I) , so erhalten wir

d,**2
(S) G) i = :, C<j 1

1

wobei

(6) OL _ U .
2 u

f L

i - , " r ( 1 - j, )9i j =1 Uj

ist. Da

Hi**= dj * ist, gibt es zwischen aem Formparamter

L

11i = q; C<j aus [2 ] und dei:t hier eingeführten folgenden Zusam-

1

i:'ienhang" :

(7)
C)j = L H:*2 ,

Gemäß L2 j kann rnan nun ohne große Schwierigkeiten d.as Glei-

chungssys tein für den ForlnparaEiter C) i herleiten. Dazu schrei-

ben wir zunächst die Gleichung für ÄVj auf
1

(d) An', = ;j "i "::' "' " 9," ul j; E"1 C\:::: 'ij~'i>'",'i] ,
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wobei

Aj = P: [ bj - Äj (2E[:*+ II:) ]

:L

B, = m,;.'*'

L

C . . = A iAj Hj"
LJ F .

L

(9)
b .

D , L,
" F.

L

1
Ej = r (Äj H: - bj )

:L

F, = I ii;" + Äj ':i, *

sind, Wegen (7) und (9) gilt

'i = ,,i;"" :::'

'

und wir erhalten

'T"

Aj = ,j a

Bj = a€)i::%i

'4äA ",,Cij = ,ßi /äXj
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" = dq/:!:

E. = 2(0iHi _ %1)
:L 'i'3, /dÄ, '

wonach wir infolge (8 ) für den Forinparaiüter G i die Gleichung

('O' C'; = :!L,"::"3i'g::,Z t ["j' :;y "j-Xi' -"A',z']

schreiben können. Dabei sind

(11)

¥i = : :::::*i:) y=o = ( :;; ) "7i"°

äj
a* i (1-Yi )'7i

Hj = (f:* * = 1"Yi U-'f'i )dr/i

O

'i = 2 [4i - cjj (2+Hj ) ] .
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II. Das Näherunßsverfahren

Ul'! den Forrnparainter (3i nach (ID) ermitteln zu können, :'üssen

die Funktionen Lj 3 qi und Hj bestimmt werden. Hierzu geben

wir die Schar von Geschwindigkeitsprofilen in der Gestalt

(12)
u. (i) n. (i) n.+1
U: = 1 + aj !2 i" + a2 Qi"

:L

y
vor, wobei Qi = 1 - 7 ist und nj einen längs der Grenz-

_i

schicht veränderlichen Exponenten darstellt, der die Ordnung

angibt, mit der die Geschwindigkeitsprofile (12) auf deia Rand

u .
der Grenzschicht (rli = o ) zu äera li'ert —L = 1 übergehen,

(i) (i) Uj
Die Koeffizienten aj 9 a2 lassen sich aus den Bedingungen

(13)
u, = O, E:;::'ä) = ~ :;' ,= _11,

für y = O

eri"üitt ein. Demnach erhalten wir

(14)

(i) 1 Ar
aj , = ;;[ ii; " (nj + 1)J

a:') = ; [(F., I) -:; ]

.

Nun können wir die für die Grenzschicht charakteristischen Größen

bj g iij*, Hj"*[ 2 Jin der Form
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,b . _ a (U-j/'Üj ) 'Ü ,!,i) ;L: _ 1 [Ji,

l " a (y/di ) y= o" Uj fig?c<i} " Z ,,i + (nj +1)]

(15)
ei: = ji; = " 2(:i+2) [ 3 " nj ::+1) ]

(i)2 (i) (i) (i)2
H .'k* _ ü:= H .* _ aj _ 2aj a2 ~ a2

L " d: " 2nj + 1 2nj + 2 2nj + 3

(i)
schreiben. Im Ablösungspunkt S der Grenzschicht ist "Ü = O

W

und aus (15) folgt bj = O und wir erhalten

(16)
11 ?) = ~ nj (nj + I)

Wie aus (12) zu ersehen ist, ist die angenomitene Schar von Ge-

schwindigkeitsprofilen zweiparametrig. Diese können wir einpara-

metrig gestalten, wenn wir einen Zusalnraenhanz zwischen Ä'j und

n. herstellen.L

'hiie bekannt, niirü:it der Druck im vorderen Bereich eines Körpers

riiit konvexen Profil von seinem größten Wert iin Staupunkt E·1 ab

( 9p· <(j ) , bis er einen :Sewissen niinim'alen VIert 1r,i Punkt
? ,

dx

wo g2 = O ist , annimrut. Danach wächst der Druck wieder an
ax

( @>O ).

OCj < ,O S '"

'Xj = O _"ä: > O
"pfp = O

C9· > O -" äx
' -a". < O

a X
ri

Abb. 1
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ICun haben wir aber nach [2 J für die Potentialströinung die

Glei chung 2

'ie:!' = _ ä:i" " Qi E ", - Ü,) ,
die wir wegen (6) auch in der Fori"ü

(17)
1 ap ,

Uj OCj = " q i* äx

schreiben können, Hieraus läßt sich schlußfolgern, daß im Druck-

abfallgebiet CLj > O , im Punkt des Druckminilnullis OCj = O und

iin Druckamtiegg"ebiet lXj < O sind. Soräit nehinen die :lbi von

bl beginnend zurü Punkt S hin ab, wobei iiit Punkt P :Z . = O
:L

ist.

Ferner zilt auf der Oberfläche des Körpers iui Gebiet zwischen

dem St aupunkt lä und dem AbläsunÄspunkt S der '"treriz s chicht

äu,j. >0,

ix: Punkt S
dann du,i,

O
und danach 2u,:i, < O,

d y jjy ay

Das bedeutet, daß iii: Druckabfallgebiet der Grenzschicht die "

GeschwinäijQceitsprofile stärker ausgepWißt sind als im Druck-

anstieggebiet. Deswegen kann man annehrüen, daß sich die Ord-

nung, mit der sich die äußere Ströinung an die Grenzschicht-

ströi"iung anschließt , beim Übergang vom Druckabfall- zum Druck-

anstieggebiet verringert. 1','Iit fallendem Ä'j i'iu!3 demzufolge nj

,kleiner werden.

Wir wählen nun die Abhängigkeit zwischen )bj und nj so, daß

wir für die Geschwindigkeitsprofile (12 ) im Punkt de 13 Druck-

iiiinimums (Ä'j = O) ein Polynoin fünften Grades und 1l?i Abläsungs-

punkt der Grenzschicht (Ä'. - Ai (s) _ ' ,t "
j. " i _ " 12 ) e:i.n Pol' nom v:i.erten
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Grades erhalten, ci.h, es ®elte

(18) )b i = 12 (r'j _ 4-) n . = 11i. + 4 ,
" 12

Jetzt 'ASnnen wir :"rtit Hilfe von (1ü) 'bj , Hik , Hj"* ,;;emäß (15)

als Funkt ionen des Paraic.eters nj darstellen, Wegen (7), (11)

unci (i5 ) kann inan

2
(3i = Ji ii;" * *Yi = b. H.

L :L

EI."
H , = m~~1,

L TT * *

n ·:L
(19)

Lj = 2 [ %1 -€)i (2 + Hj) ]

schreiben, und die Größen E) i y Ti g Hj g Lj lassen sich deirtzu-

folge auch nach nj aus drücken.

Danach gewinnt ri:!an dann die Funktionen Xi (q ) g Hj (q ) > Lj (ßi )·

Lr W

Uber die Größen (19) lassen sich folgende Aussagen :.iachen: '7iie

schon erwähnt , nirümt Ai und- nj von Iki bej;innend nach S hin

ab. E'e,gen (19) gilt das auch für Qi . In Punkt S ist %i = 0·

Wir untersuchen nun das Verhalten von Lj iin :3 taupun!ct Ei .

Führen wir die Größe

(20)
% = f:. = di:

ein, dann !umn i.zan die Gleichun,g" (ID) in der "±estalt

^

"" y; =«A'",::,2 t '."'iqSY' gj' "j~!:]~ "A"' "I; 'i
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schreiben, Iii! S taupu:akt jyj ist Uj = O. Lassen wir in (21)

U. ~ O streben, dann erhalten wir
:L

(22) " " :; t ii7!1ti Yj'"j - ¥i "i] =0 ·

Für spitze Körper ist 1111 Punkt E'I

(22) ergibt sich jji = 0·

d:'* = O und wegen (20) und

Wie verhält es sich nun für stumpfe Körper.

1')azu schreiben wir (22) in äer Form

(23) 'i 'i " g jYi t;j' '"'j -jti ": 'ij= ° )

wobei

(24)

_m
1 2k Ei 2k cri* *q = gi \ ;j = F' i

ist, Wir addieren die beiden Gleichungen in (23) und erhalten

(25) tj Lj + t2 L2 = 0·

Piir stumpfe Körper ist ir,i Staupurkt cf ;X > O und wegen (24)

t. > O . Deshalb folgt aus (25) Lj = 0·
L

Ira Staupunkt ist also sowohl für spitze als auch für stuiiipfe

Körper Lj = CL

Die Ermtttlung der Funktionen Si 3 Hj y Lj wurde nun so vor-

genomiüen, daß VOlü Ablösungspunkt der Grenzschichten, wo n. = 3
L

ist, n. vergrößert und danach C3 i 3 l;i 9 Iij g Lj be s t iimt
L
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wurden. Die Recimun,;," vrarde solange durchgeführt, bis der Wert

für nj erreicht war, für den Lj iiii 3 taupunkt ZY'i verschwinde t.

Die Ergebnisse der Reclinung sind auf der iibb. 2 gm:phisch d.arge-

stUlt. Dabei sind äie Punkte S , P unä Ei besonders iüarkiert.

3,0 3,2 3,4
V e " " D " "i " wj~ " 7" m TjY ~j~

3
i
! ) :

I i

)) i )I)
i i, ----J--l-j j "7"~ b

36 3a Lri Ll? &6 's.n
nj

Hj

1
L.a '

i

^Va p »

4'i i i , ---1--t----.- 1 r-j 1 , " jjl' €)i
-Q,16 -0,12 -0,08 -0,0L O 0,04 0,08

S P M
Bei den weiteren Untersuchungen war es wichtig, für die Funktio-

nen ¥i , Hj 3 Lj analytische Ausdrücke zu besitzen, Irtit Hilfe

noinographischer i'dethoden sind äiese analytischen i~usdriicke aus

iien in der Abb. 2 angegebenen Ergebnissen ermittelt worden.

Die besten Näherungen für die in üer Abbe 2° dargestellten KurYen

sinä die Funktionen:

%i = 0,249 + 1,40 Gli

-2,5O70 .
L. = 2, 5O5 e L ~ 2

L

Hj = 1,70 (Oj + 0,2)_0:23
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Zur Vere infachunj; äer viel teren Untersuchungen sind äie Kurveia

in itbb. 2 äurch i?olvno:üe ersten und zweiten Grades 2ngenähert

worden. Dabei führten folgenäe Polynoue zu einer guten Über-

eiRstil"'uüUAg mit den in Abb. 2 enthaltenen Er€"ebnissen:

ti = 0,249 + i,'µj (3i

(26) Lj = O,5O5 - 6,280 0i + 7,872 (3 .2
:L

Hj = 2,439ä - 3,0640 CJj + 20,7984 CJ j2

Sind nun \e? i ¶ Lj g Hj als Funktionen ,von E) i bekannt, dantt

kann man zur Bestirmniung von €J i übergehen, indem mein das

Gleichungssystem (IQ) löst.
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IIIe ,[QuasihomoRene" Uli"iströlilun{g eines Köimers

Wir untersuchen nun die Grenzscnicht bei der ,,quasihoiiio enen"

Umströiaung eines Körpers . In d.iese!i"l Falle ist Uj = U2 = Uq(x) .

Yienn wir die Bezeichnung z'i = G) i einführen und. berücksichti-

gen, daß ej = ij; ist, äann erhalten wir zus (ID) äie Gleichun.g

(27) '"j"; = :;' "i " ::'""[ " ;:, E[\? "i"j"j "ä 'ij ·
i'/ie aus Abb. 2 zu ersehen ist, unterscheidet sich L. nur wenig

J.
von einer Gera(j.erL und läßt sicii in der Foriii

L. = a - b a
L .L

darstellen, wobei a = 0,524 und b = 6,55 sind.

Di e Funkt ion Hj übernehmen wir aus (25) in der Gestalt

Hj = c - "a(3i + "(3j2
)

wobei c = 2,43% , d = 3,O64O und e = 20 ,7934 sind-.

Obwohl wir durch die Betrachtuna" äer ,, auasiholiioGenen" "Jinströ-

1"i:ung eines Körpers äas GleichungssysteR (IQ) vereinfachen konn-

ter, ist die Lösung des Glejchun{:ssystems (27) noch riiit be-

trächtlichen inather,'iatischen Schvjieri£;keiten verbunden, 17lir
f

suchen die Lösung von (27) in der Form

(28) Zj = ZO (I + Ei )

wobei zo = (3 o äer Gle ichung

i ll

(29) 2z z' = Bq i, + Bq , 2
O O U O U ' O

O O
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genii,gen soll, E:l = Ei (x) << 1 und I'o = a " b ZO2 sind.

irit anderen Worten, zo soll die Lösun2' des Grenzschicht-

problei':s für die hoüiogene Strö',iung E 3 ] sein, die i'iai' erhält,

wenn z,B. nur eine der beiden Komponenten des Zweiphaserxne-

äiuins den Körper uinströzit. 'äenn wir in der Gleichun,g (29 )

die Substitution zq = Q) vornehnien, so erhalten wir für

a, eine lineare DifferentidLgleichun . Integrieren wir die-

se unter Berücksichtigung der BedinRunS' Uo = O für x = O ,

dann gelangen wir zu der Forziel

(3o)
G)

_ a U:(x) X "d~1° " [U,(x)]' { ["o(r)] dY .

hieraus ergibt sich

(3i) 6 = e = 0,08 .
O X=O

Nachdeut wir G) o unä SOiUt auch 7jO bestimmt haben, können

wir in unseren Betrachtungen fortfahren. Indem wir (28 ) in

(27) einsetzen, die G1eichun (29) berücksichtigen, alle

Glieder zweiter und höherer Ordnung bezüglich £i vernach-

läzisigen und die Substitution f. = Yi Ej vornehme n, er-
L

halten wir folgendes Gleichungss ys terii zur Bestimmung von fi :

(32)

2

fj = Pi (x) fi + Qj(X) E (fj_fi) + "i (x) 1=1,2,

',VO 'O ei
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a U I K !1
Pi (x) = " :7 tj; " q, ;iu,

2

i: ("Yb; U)
:J = 1

unä

qi (x) = gii' (Eo 2czj + 4ezo4)

2
Pj(X) = ::° F ( Vj -F)

Bl o
j =1

Ho = c _ dzo2 + ezo4

sind. Um das Gleichunt3ssysten (32) lösen zu können, raiissen wir

noch Randbeäingungen für fi finden. Berücksichtiß'en., wir die

eingeführten Substitutionen und (3i) , dann erhalten wir iüt

3 t aupunk t iä des Körpers für fi folgenden Ausäruck

', X=, = (¢i % X=,' - 1 )« ,

Den Viert G) i x=o können wir aus der Abb, 2 entnehmen und unter

Beriicksichtigung von (31) erhalten wir schließlich

(33) f . = O ,
:L

X=O

Gesucht wird also die Lösung des linearen inhomogenen Glei-

chun,;s 3yst ei:is

(34)

—g'
df -+

= l'L(X) f(x) + r(x)
dx
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~

unter Berücksichtigung der Beäingung

~
(35) f (O) = tj ,

wobei

Pj(X) " Qj(X) QI (X)

A G: ) =
Q2 (X) P2(x) _ QQ(X)

~ ~
m fj (X) ..p rj (X)
f(x) = r (X ) =

i:2 (X)
~ ~

r2 (X)

sind, Die allgemeine Lösung des Problems (34)-(35) kann man

nach d er von J.L, Lagran,me stanraenden 1'Tethode der Vamiation der

Konstanten gewinnen. Dabei suchen wir die Lösung von (34) in

mcier Forrü

(36) 7 = X ? ,

wobei :r = :JC (X) die Lösung der Gleichung

(37)
djC
:— = !'(x) 3C

CLJ"

I (O) = I

darstellt, Setzen wir (36) in (34) ein, so ernalten wir

t7+ j;' = i'\(x)X:+ X;' = A(x):r7+ m(x) ;

detiinach gilt

E?' = :(X) ,

und. es ist
?' = JCJ(x) : (X) .

Flach Integration ergibt sich

:= j]c"'(t) :(t) dt .
O
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Setzen wir äiesen Ausdruck in (36) ein, dann gelangen wir schließ-

lich zu der Formel

(3ä)

X

?= SJC(x)jC"1(t) :(t) ät .

O

Die Forinel (3ä) stellt die allmmeine Lösung desi Gleichungssysterns
,

(34) - (35) dar und kann im Rahiüen unserer Betrachtungen zur Be-

rechnung konkreter Grenzschichtströmongen von Zweikonponenten-

medien benutzt werden, Je nach Gestalt äes umströiaten Körpers muß

dabei zunächst die Geschwindigkeit Uo (X) in üer Potentialströ-

rnung ermittelt werden, Ist diese bekannt , darn läßt sich die Iin-

pulsverlustäicke d :* wegen (5) nach der Formel

m

(39) di"* =\ "j:g'o'(1+ ;ij )

gewinnen. I'ilit Hilfe äer Ergebnisse für Hj und %i aus der Abb. 2

kann man dann geraAß (11) di* und 'Ü ¶Y(i) finden. Dabei ist

(40) C S') = Fi 6::* 4i (0, ) .

Lassen wir in (39) und (40) q1 ~q2 unci Y1 _P y2 streben, so

erhalten wir die entsprechenäen Formeln für die Grenzschicht-

ströl[iung eines hoiiiogenen k'kdiüinS [3] . Z'm Schluß sei angeiaerkt,

daß die angerebenen Ergebnis se sich für solche Grenzsehichtströ-

iüungen von Zweikoii!porLentenl,ieäien anwenden 1&8s en, für di e da"s

Verhältnis !1- sich wenig von 1 unterscheidet,
Y2
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