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I. Originalarbeiten

Mathematik

J. SZLAZA

Institut fiir angewandte Mathematik und Mechanik der Dt. Akad. Wiss.

Zur laminaren Grenzschichtstrémung eines Zweiphasenmediums

I. Einleitung

Genauso wie bei Einphasenstromungen, spielen auch bei der Umstrémung
von Korpern durch Zweiphasenmedien die Grenzschichtprobleme eine
wichtige Rolle. Aber im Unterschied zu den homogenen Medien sind die
Grenzschichtgleichungen fiir Mehrphasenstromungen bedeutend kompli-
zierter, was vor allen Dingen durch die Wechselwirkung zwischen den
Phasen bedingt ist. Die Losung der auftretenden Gleichungen ist mit be-
trachtlichen mathematischen Schwierigkeiten verbunden. Bei der Auf-
stellung der Grenzschichtgleichungen ist es wichtig, von welchem Modell
man ausgeht. In unseren Betrachtungen stiitzen wir uns auf das Modell
von CH. A. RAcHMATULIN [1], das gute Ansatzmoglichkeiten zur Be-
schreibung einer Zweiphasenstromung in der Grenzschicht liefert. In
diesem Falle wird die Stromung jeder Phase als Strémung in einem sich
bewegenden und verdandernden porésen Medium betrachtet, das durch die
andere Phase gebildet wird. Wir haben es also hier mit einem Modell von
sich gegenseitig durchdringenden Phasen zu tun, die — jede fiir sich — als
Kontinuum betrachtet werden. Fiir zihe Phasen gelten hier an der Wand
die Haftbedingungen. Im RacuMATULINsSchen Modell wird die Wechsel-
wirkung zwischen den Phasen sowohl iiber die Krifte, die proportional
den relativen Geschwindigkeiten sind, als auch iiber die Querschnitts-
dnderung der Stromrohren (Diffusor-Effekt) beriicksichtigt. Den hierbei
auftretenden Wechselwirkungskoeffizient K werden wir in unseren Uber-
legungen als konstant voraussetzen.

Die theoretische Untersuchung von Grenzschichtstromungen eines Zwei-
phasenmediums wird eine groBe Rolle spielen, da bis zum heutigen Tage
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die Grenzschicht bei einer Zweiphasenstrémung, sogar auch fiir den lami-
naren Fall, so gut wie gar nicht experimentell untersucht worden ist. Durch
diese theoretischen Ergebnisse kénnen gewisse Aussagen iiber den Verlauf
der Grenzschicht bei einer Zweiphasenstromung gemacht werden, die dann
spiter natiirlich einer Bestéitigung durch das Experiment bediirfen. Aus dem
Experiment miissen sich dann auch gewisse Schlulfolgerungen ergeben,
fiir welche Zweiphasenmedien sich Untersuchungen der Grenzschicht mit
Hilfe des RacumaTULINschen Modells durchfiihren lassen.

Die vorliegende Arbeit soll als ein Beitrag zur Entwicklung der Grenzschicht-
theorie fiir Mehrphasenstromungen betrachtet werden. Sie erhebt aber
keinen Anspruch auf Universalitit, da von einer ganz bestimmten Modell-
vorstellung fiir Mehrphasenstromungen ausgegangen wird.

In der vorliegenden Arbeit werden, ausgehend vom RACHMATULINschen
Modell, die Grenzschichtgleichungen fiir eine Zweiphasenstrémung her-
geleitet, mit deren Hilfe dann der Impulssatz formuliert wird. Unter Ver-
wendung dieses Impulssatzes wird das einparametrige Ndherungsverfahren
nach v. KARMAN-POHLHAUSEN [2] auf eine Zweiphasengrenzschichtstromung
iibertragen.

Im letzten Kapitel wird schliellich die ,,quasihomogene™ Umstrémung
(U, = U,) einer Platte durch ein Zweiphasenmedium behandelt.

11. Die Herleitung der Grenzschichtgleichungen

Wir betrachten die laminare ebene Stromung eines zdhen Zweiphasen-
mediums um einen Koérper. Der Wiarmeaustausch wird nicht berticksichtigt.
Die wirklichen und reduzierten Dichten seien konstant, d.h. o = const.
und p, = const., und von gleicher GréBenordnung. Weiterhin sollen die
Geschwindigkeiten der Phasen im Unendlichen U; von gleicher GroBen-
ordnung sein.

Nach RACHMATULIN haben wir dann in diesem Falle folgendes Gleichungs-
system:

du; 1 9p A K 2

= cAu, + — w, — u,
dt Qfﬁx_{_% L+Qi 72(7 )
dv; 1 ap K 2

(1) == A+ — Y] (v — )
at of & 0 1’% !
ou;  0v;

¢ 7‘ = 3 = 1) 2’

ox T oy !

wobeil

u;, v; — die Geschwindigkeitskomponenten der Phasen in x- und y-Richtung,
0¥, 0; — die wirklichen und reduzierten Dichten der Phasen,
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— die kinematischen Zihigkeitskoeffizienten der Phasen,
— der Druck im Zweiphasenmedium und
— der Wechselwirkungskoeffizient der ersten mit der zweiten Phase sind.

b’u"’ "

Wir nehmen an, daBl K = const. ist. Wir betrachten das Gleichungs-
system (1) in der Nidhe der Wand und wollen nun die einzelnen Glieder
in (1) abschitzen. Dazu schreiben wir die Gleichungen in der dimensions-
losen Form. Wir fithren die folgenden dimensionslosen Gréfen ein:

i X , y . u; , v,
X == Y R by = ’ V= 0
2 L 5, U, V.,
t Uy , P L
v= b e K= o K
L o1 Ui er Ui
Hierbei sind
L — die charakteristische Liange des Korpers,
0; — eine unbekannte Querlinge fiir die i-te Phase,
U; — die x»-Komponente der Geschwindigkeit der i-ten Phase in weiter Ent-
fernung vom Korper,
V;  — eine unbekannte Geschwindigkeit der i-ten Phase.

Setzen wir (2) in (1) ein, so erhalten wir nach einfachen Umformungen
folgende dimensionslosen Gleichungen:

U, ou. y 8%'— V,L y ou; oy Ut op v, u
U, o U o By; - oFUPaw  U,L ex™
'V L Ql UJ_ 2 U7- , ,
K' Loy )
T 0! U dy 0, U, jg] (Ui i %>
U, @, VL &, ot UIL o
(3) P s - 7 Vi = 72*' 7
U, o ox” U, o, "oy “U. V0, Syi
V; 02 7)/- V. L 02 U,- Ql UJ_ (V
i YT Y it o i K’ 7’1),-——7),-
* U, L ox" o U, gy;z 2; Ui ]_217 v, 1)
ou, LV, ov,
B (] = 1,2.
a 0, U, &y !

Als HauptmaBstibe werden wir die GréBen L und U, betrachten. Mit ihrer
Hilfe definieren wir die REYNoOLDs-Zahl fiir die i-te Phase

LU,
4 Re, = —-.

(2 "]1/
Mir brauchen nun nur noch iber die MaBstibe der Querlingen und -ge-
schwindigkeiten 6; und V; zu verfiigen. Wir wihlen sie so, da3 das Glei-

chungssystem (3) als einzige Parameter die REyNoLDs-Zahlen Re; und die

o o

: U, . L
Quotienten T .. enthilt, die von der GréBenordnung Eins sind.
0.

i &9
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Wie leicht zu sehen ist, miissen wir dann
- LV, v, L
A X
setzen, wobei wir zur Vereinfachung der endgiiltigen Gleichungen auf der

rechten Seite von (5) eine 1 schreiben, was natiirlich willkiirlich geschieht.
Aus (5) und (4) erhalten wir folgende Definitionen fiir die MaBstibe o,

und V;:

=1 1=1,2

L U,
VRe, VRe;
Wir sehen also, daB sich auch ¢, und 7, nach den HauptmaBstiben L und U,

ausdriicken lassen. Unter den so gewihlten MaBstiben nimmt das Glei-
chungssystem (3) folgende Form an:

(6) 9

Uioi o el o Ui, 1 e
U, a tox’ Loy of U ox”  Re; ex”?
a2 U (U, ;
+ T’/.;L + @’ 71* K (77 Uy — ”zt)
0Yi® o U, S\
O e N 4 O
Re; | U; et et ! of U? oyl Re? ox’2
1 o2 7)», 1 01 Ul 2 U R_ez , ,
T L Ty
Re; avi?  Re; o, U, S \U; ¥ Re, l
o, o)
-+ -— =0 1=1,2
ox’ oy,

Es seien nun Re; > 1. Das Gleichungssystem (7) enthilt dann einen kleinen
Parameter, und zwar 1/VR€ der auch in (6) eingeht und von dem somit
auch die Querkoordinaten und -geschwindigkeiten abhingen. Lassen wir
Re; gegen Unendlich streben und nehmen an, daB3 dabei «/, v/, " gegen
endliche Limesfunktionen konvergieren, dann erhalten wir, nachdem wir
wieder zu den dimensionsbehafteten Groflen {ibergegangen sind, folgende

Gleichungen:

du; 1 op cu, K 2

— = — . I w. — X

dt AT § =
(8) o ‘

ou; - 0v; .

— 4+ -— =0 1 =1,2.

ox ay

Wie unmittelbar aus (6) zu ersehen ist, entsprechen endlichen Werten der
dimensionslosen Querkoordinaten v, fiir groBe Re; kleine Werte der dimen-
sionsbehafteten Koordinaten y. Die Gleichungen (8) beschreiben demzufolge
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die Bewegung der ¢-ten Phase in einem engen Gebiet entlang der Ausgangs-
stromlinie. GemiB (6) streben fiir Re; — co die AusmaBe dieses Gebietes

gegen Null wie 1/ Re;. Wir bezeichnen dieses Gebiet als Grenzschicht und
(8) als Grenzschichtgleichungen fiir die /-te Phase. Das Gleichungssystem (8)
ist unbestimmt, da es aus vier Gleichungen besteht, aber fiinf unbekannte
Funktionen (u;, v;, ) enthdlt. Um diese Schwierigkeit zu iiberwinden,
ibertragen wir die von PRANDTL beziiglich einer homogenen Strémung
angestellten Uberlegungen auf die Grenzschichtstrémung eines Zweiphasen-
mediums. Es wird ndmlich angenommen, daB fiir groBe REYNOLDS-Zahlen
der EinfluB der Grenzschicht auf die AuBenstromung vernachlassigt
werden kann. Mit anderen Worten, es wird vorausgesetzt, da8 die Druck-
verteilung in der Grenzschicht mit der Druckverteilung auf der Korper-
oberfliche bei Nichtvorhandensein der Grenzschicht iibereinstimmt.
Wenn wir dann mit U; = U,(«, ¢) die Lingsgeschwindigkeiten der Phasen
in der Potentialstromung bezeichnen und bemerken, daB auf der Kérper-
oberfliche v, = 0 ist, so erhalten wir aus den ersten beiden Gleichungen
des Systems (8)

2
o  Cau e P R ywou i1
ot ox o] 0x = 0; [
Die so definierten Geschwindigkeiten U, werden wir als Geschwindigkeiten
der einzelnen Phasen auf dem AuBenrand der Grenzschicht bezeichnen,
wobei diese gemdB (9) der Gleichung

0 1 0 } K
5[92‘ U, —of U] +§6T[9; U; — of Ui = — (U — Uy
(10) * Jif>

-3
Y

geniigen miissen. Wird U, vorgegeben, dann erhilt man nach (10) zur
Bestimmung von U, im instationidren Fall eine partielle Differential-
gleichung und im stationdren Fall eine gewohnliche Differentialgleichung
erster Ordnung. Zur Losung von praktischen Aufgaben erscheint es sinn-
voll, die Lingsgeschwindigkeiten der Phasen U, in der Gestalt von Poly-
nomen anzugeben. Wird dabei U, vorgegeben, dann erhilt man aus (10)
durch Koeffizientenvergleich im instationdren Fall ein System von ge-
wohnlichen Differentialgleichungen und im stationdren Fall ein System
von algebraischen Gleichungen zur Bestimmung der Koeffizienten fir U,.

n

Sind die U, bekannt, dann kann man nach (9) g_;b ausdriicken und in (8)
x

einsetzen. Wir erhalten demnach folgendes Gleichungssystem fiir die Be-
wegung eines zahen inkompressiblen Zweiphasenmediums in der Nihe einer
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Wand:

ou, N ou; n ou; oU, LU oU, - 02 u,

— , —_— V: — =— . - .

o " Maw Ty T w Ui oy
K 2

(11) +— Z [(747 - U;’) — (u; — U))]

i 9=1

ou;  0v;

Ty g i-1,2

ox oy

Bei der Umstrémung eines Korpers haben die Randbedingungen gewdéhn-
lich die Form
(12) u; = v; =0 f}'.ir y=20

u; — U, fir y — oo.
Die Gleichungen (11) sind genauso wie bei einer homogenen Stromung nicht-
linear. Im Unterschied aber zu den letzteren haben wir hier ein System von
Kontinuitits- und Bewegungsgleichungen, was durch die Wechselwirkung
zwischen den Phasen hervorgerufen wird. Erste Untersuchungen der Glei-
chungen (11) haben ergeben, dall auch in den einfachsten Féllen keine
exakten Losungen zu erwarten sind. Hier ist es infolge der Wechselwirkung
der Phasen nicht méglich, derartige Ahnlichkeitskoordinaten und -parameter
einzufithren, die eine Uberfithrung der entsprechenden nichtlinearen Glei-
chungen fiir die Stromfunktionen der Phasen in gewdhnliche Differential-
gleichungen gestatten wiirde, wie es fiir einfache homogene Grenzschicht-
stromungen der Fall ist. Der néchste Schritt zur Untersuchung der Glei-
chungen (11) mul nun darin bestehen, dal man nach geeigneten Nihe-
rungsmethoden sucht, die zu einer analytischen oder einfachen numerischen
Loésung von bestimmten Grenzschichtproblemen fiir Zweiphasenstromungen
fihren. Im folgenden wollen wir die sogenannten einparametrigen Nihe-
rungsverfahren [3] zur Untersuchung der Grenzschicht eines Zweiphasen-
mediums anwenden. Dazu formulieren wir erst einmal den Impulssatz fiir
eine Zweiphasenstromung.

III. Der Impulssatz

Wir betrachten eine stationire Zweiphasenstromung in der Grenzschicht
und schreiben die Gleichungen (11) in der Form

o(u?) | o(wv) U dU; N o2 u;

1 i

T o T e
K 2
(13) +— Y ;= U)) — (= U]
i -1
W) | o) 40y
ox oy dx
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Danach subtrahieren wir in (13) die erste von der zweiten Gleichung und
erhalten nach einfachen Umformungen

0 0 au.
(U — ) + L (U, — u U — ) i
ax [MZ(U1 MZ):I + 3y [‘Z)’L( 7 M%)] + ( 1 %1«) dx

K 2 2 2,

KNy v ) — (U — )] — — 0" 212,
0 S =) = (U =] = = i=1,2

Integrieren wir nun iiber y von Null bis Unendlich und berficksichtigen
dabei die Randbedingungen (12), dann gelangen wir zu der Gleichung

oo oo

0 dU,
(U, — u. v C— ) d
f ox [M'L(U¢ Mz)] dy + dx f (Uz Mt) y
0

0

K ) oo oo - |
+92 [(Ui—“i)dy_f(Uj_‘%j)d, =y
i j=1 ¢ ‘

0 ly=0

Indem wir die Existenz der Integrale

=)

/‘ui(Ui—ui) dy = Uffigi(l—%ii)dyz Uz o7
w0 i
[w—way-v[(1-F)w-v
0 0 '

voraussetzen und die Wandschubspannungen fiir die einzelnen Phasen

n

70— %%f einfithren, erhalten wir nach einigen Umformun-
(y y=0
gen den folgenden Impulssatz
doF* 14U, K 2 7l
15 L A (73 Sl NI NT(U. 8% — U, 6F) = —2
( ) dx +U1 [ZX ( i + l)+QiUf'j:l( 161 7 7) Q[Uf
i=1,2.

Die in (14) definierten GroBen 6F* und o7 werden wir als Impulsverlustdicke
und Verdringungsdicke der ¢-ten Phase bezeichnen. Mit Hilfe des Impuls-
satzes konnen wir nun zur Behandlung der einparametrigen Naherungs-
verfahren zur Losung von Grenzschichtproblemen bei Zweiphasenstromun-
gen iibergehen.
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IV. Das Verfahren nach v. KARMAN-POHLHAUSEN

Wie schon erwihnt wurde, ist die exakte Losung des Gleichungssystems
(11)—(12) wahrscheinlich nicht mdglich. Man kann nun als erstes versuchen,
die fiir die homogene Grenzschicht entwickelten einparametrigen Nahe-
rungsverfahren auf eine Zweiphasenstrémung in der Grenzschicht zu tiber-
tragen. Der Grundgedanke dieser Verfahren besteht darin, an Stelle der
exakten Geschwindigkeitsverteilungen in der Grenzschicht cine gewisse
einparametrige Kurvenschar von Profilen zu verwenden. Der hierbei auf-
tretende sogenannte ,,Formparameter” ist eine Funktion der Lings-
koordinate, die angibt, welches Profil der Schar man im jeweiligen Grenz-
schichtquerschnitt zu nehmen hat. Die entsprechende Gleichung zur Be-
stimmung des Formparameters findet man mit Hilfe des Impulssatzes (15).
PoHLHAUSEN folgend wihlen wir die Schar der Geschwindigkeitsprofile
fiir die einzelnen Phasen in der Grenzschicht in der Form

(16) o 1) = 1 3T g Y12
). . ) = — — a & P —
¢l 7]}’ 1 Ui ”A_‘O n nl 171 6; z ’
und bestimmen die Koeffizienten a{ aus den Randbedingungen
@i = fur , =0
do.
@; = 1 - qj, —= 0 fl"lI’ N, = ]-
d;
aze; o K2
17 — == |U + —— Uu,—-U fur 7, =
(17) dn? Vi[ o i iig;( ' 7)] fir o =0
d2
_d% — fiir o, = 1.

Die vierte Randbedingung folgt aus der ersten Gleichung von (11); die
letzte Randbedingung sagt aus, daB der Anschlull des Geschwindigkeits-

profils #;(x, y) an die Geschwindigkeit der Potentialstromung U, (x) von
zweiter Ordnung ist.

Definieren wir als Formparameter

d2 g, o2
(18) A= — ( QZ’) o=y 1=1,2,
dni n;=0 Vi
K 2
wobei o, = U, + - i D) (U, — U, ist, dann erhalten wir fiir die Schar
9; Vij=1
der Geschwindigkeitsprofile der Phasen
u 12 4 4 A; 4 — 1 6 — 7
19 _.____’.:,ﬂ,,‘r,__ P2 i3 - i ;4'
(19) 7= 6 T, S it e
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Zur Bestimmung der Geschwindigkeitsverteilungen der Phasen in der
Grenzschicht miissen wir noch die Z; finden. Hierzu werden wir den Impuls-
satz (15) verwenden, wobei wir zunichst von beliebigen Funktionen ¢, (1;, 1,)
ausgehen und folgende Funktionen von J; betrachten [siche (14)]:

= f #) d; = H*(2) = HY
(20)

5**

Es sei angemerkt, daB wir es hier mit Grenzschichten endlicher Dicke fiir
die Phasen zu tun haben. Weiterhin ist

b _owU) [ _ AV
on; }n,:o a(y[0;) \y:o U, V,ui 0¥,

Unter Beriicksichtigung von (20) und (21) erhalten wir aus (15)

(21) =b(%) =b,.

(2

Ui
(HI* o) + . 0,2 HI + HY)

i

(22)

K 2 vow, b
+*‘7 N (U, HY — U6, HY) = V-U- .
U A e Ui Va,

i

Setzen wir hier ¢; aus (18) ein, dann gelangen wir zu der Gleichung

L (1 dH** ;
;ﬁr(EHf*‘i‘li dl‘)Z‘U[bi_Z;(ZH?*’i‘H?)]

+%zi H¥* °i+~K [ (V” %Y, 2, th)

& 912 L] 1

U, (4, B — b»],

die man nach einigen Umformungen in der Form

, Ul ; v o
(23) A = U 4; + % Uz 2[ (V Cy — Di) —-U; E@:I

i () i =1 ‘VO(

schreiben kann, wobei

1QHP + 1))

1
A, = A() = — b —
f=Al) = [
B, = B(z) ="t
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Cyi =C (A, %) = T
(24) b, ‘
D, = D) = 7
1 %
Ei = E(At) = F(Z»’ Hi - bi)
1 dH**
Fi=F(}‘i):§ A d}j

sind. Das System (23) ist ein System von gewdhnlichen Differential-
gleichungen erster Ordnung zur Bestimmung der Formparameter 2, fiir eine

5.

(2

beliebige Schar von Geschwindigkeitsprofilen der Phasen ¢, (y’ li).

Kehren wir zur POHLHAUSENschen Schar von Geschwindigkeitsprofilen (19)
zuriick, so kénnen wir die Funktionen HY, H;*, b, nach (20) und (21) be-
rechnen. Wir erhalten

oo
C 100 120
(25) [
: 315 945 9072
2
b, — 2 + L.
i =+ 6

Setzen wir nun (25)in (24) und (23) ein, dann bekommen wir das ent-
sprechende System von gewdhnlichen Differentialgleichungen zur Be-
stimmung der /;, mit deren Hilfe wir dann schlieBlich nach (19) die Ge-
schwindigkeitsverteilungen der Phasen in der Grenzschicht finden kénnen.
Die so erhaltenen Gleichungen sind recht kompliziert und kénnen im all-
gemeinen Falle nur numerisch gelost werden. Im nichsten Punkt behandeln
wir mit dem soeben beschriebenen Verfahren ein einfaches Beispiel.

V. Die Umstromung einer Platte
durch ein Zweiphasenmedium

Bei der Umstrémung einer Platte sind die Geschwindigkeiten der Phasen in
der AuBenstrémung U, = const., U, = const., und es sind U; = U, = 0. Aus
0
(10) folgt, daB U; = U, = U, ist, und nach (9) haben wir dann 8£ =0.
x
Sind noch g; = g4, 0 = 0, ¥, = ¥, dann haben wir es mit der Lésung von
Brastus fiir eine Einkomponentenstrémung zu tun.
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Wenn also U, = U, = U, ist, dann ist 1, = 1, = 0, und unter Beriick-
sichtigung von (25) erhalten wir aus (22)

2
(26) ad o] + 0, M (0, —0)=¢; =12,
j-1
wobei
37 3K 2v,
(27) a— — %

E Z'% 10 0; UO %= UO
sind. Die exakte Losung dieses Gleichungssystems im allgemeinen Fall ist
auch fiir dieses einfache Problem mit groBen Schwierigkeiten verbunden.
Wir suchen die Losung von (26) in der Form

(28) 0; = 0 + & 1 =1,2.

Hierbei sei §, die Grenzschichtdicke, die wir erhalten, wenn ¢, = 9, ist,
d. h., wenn eine Einphasenstromung vorliegt. Demzufolge geniigt ¢, der
Gleichung

(29) a 60(3(’) ={y.

Integrieren wir diese Gleichung und beriicksichtigen dabei, dall 6, = O fiir
x = 0 1ist, dann erhalten wir

12
@ - ()

a

Nehmen wir nun an, daBl wir §, erhalten, wenn nur die erste Phase die
Platte umstromt, dann kénnen wir (30) in folgender Form schreiben

(31) o =583 )"

Setzen wir (28) in (26) ein und vernachlissigen alle Glieder zweiter Ordnung
beziiglich ¢;, dann gelangen wir zu folgendem Gleichungssystem:

a doe; + (@05 + 1) er — prdges = 0,

@ dge; + (@05 + pado) &2 — Padoer = g2 — Gu -
Sind p; = p4, g5 = ¢y, dann kann man (32) in eine lineare inhomogene ge-
wohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung iiberfithren, deren Ko-

effizienten aber Funktionen von x sind. Nach (32) erhalten wir aus der
ersten Gleichung

a a o,
(33) g = — &, +( v’—|—1)e
R
Setzen wir diesen Ausdruck in die zweite Gleichung von (32) ein, dann ge-
langen wir zu folgender linearen gewohnlichen Differentialgleichung zweiter

(32)
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Ordnung zur Bestimmung von &
rr ’ 60 ’
dp & + (20, +— (Pl + pa) | &

+[ ﬁl*’?)] —%(‘12—91)~

Diese Gleichung 1aBt sich nun in der Form

BH it FWa) =t —a)

schreiben, wobei

F(x) = 0 +2 (P1 + 22)
ist. Die Loésung von (34) suchen wir unter Beriicksichtigung der Rand-
bedingungen
(35) g =¢ =0 fir x=0.
Aus (34) erhalten wir unmittelbar
, 2
(36) 0 &1 + F(x) e = 2 (@2 —q) x + ¢

Nach (35) ist ¢; = 0. Die Gleichung (36) ist eine lineare gewohnliche Diffe-
rentialgleichung erster Ordnung, die wir in der Gestalt

(37 e+ Plx)e — QW)

schreiben, wobei

6
Px) = (PH—P)

(38) o
00 =" tg— 0}

sind. Nach der Integration von (37) unter Berticksichtigung von (35) ge-
langen wir zu der Formel

(9) o= DT ){m+M—U47Wﬁ}

do(p1 + p2)?
Setzen wir dann (39) in (33) ein, so erhalten wir fiir &,

Pil@e — @) { Zipr+2) }
40 9 1 - @ .
(40) & = 80(py + po)? (P1 + P2) [ ]
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Unter Beriicksichtigung von (27), (39) und (40) finden wir dann aus (28)

20 0103 (vy — )

0, = 0, + r — E(z
' ’ 3K(@1+@2)250{ @}
(41) 20 01 )
0103(va — ) |_ o1 _
0g =0) + ———— {x—{—-vEx},
2T 3K+ e | T
wobei
X
5, = 5,83 /1—,
. | o
E@ =1—¢7,
K
Fo2554. 0 0T,
Uy 01 02
sind.

Lassen wir in (41) o; — 0, und »; — v, streben, dann erhalten wie die ent-
sprechende Formel fiir eine Einphasenstromung 6; = 6,, die von PoHL-
HAUSEN gefunden wurde. Nach (20) und (21) gelangen wir unter Beriick-
sichtigung von (25) zu folgenden Formeln fiir die Verdringungsdicken,
Impulsverlustdicken und Wandschubspannungen der einzelnen Phasen

: 21, U
(42) 0¥ =030 o — 0117506, ¥ — —“6—" i—1,2.
SchlieBlich kénnen wir noch gemiB (19) die Geschwindigkeitsprofile fiir die
Phasen in der Grenzschicht wie folgt schreiben:

R S| R

Fiir die numerische Auswertung ist es sinnvoll, in (41)—(43) zu dimensions-
losen Formeln iiberzugehen. Wir geben die vier dimensionslosen Parameter

i

LU * y
Ji Re = ’ ¥ = Q; p = -
41 02

V2
vor und erhalten dann aus (41)

20 (1 — p) _ )
Av="4o + 3K*(a + 1) f 4, Re, E-EE)

20 (1 — p) _ )
A2:A0+3K*(a+ 1)ﬂA0R€1{E+dE(E)}’

(44)
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wobei

4y =583 | :
=), [
0 Re,

E@E=1-c¢7,

E 2554 K*(o + 1) &,

fI,O(*
o = —F-
— /i
und L — die Ldnge der Platte, A; = ai, & =_"und K* = ]_\i — der dimen-
L L Uy o4

sionslose Wechselwirkungskoeffizient sind.

SchlieBlich ergeben sich noch aus (42) und (43) die dimensionsfreien Formeln
fiir die Verdringungsdicken, Impulsverlustdicken, Wandschubspannungen
und Geschwindigkeitsprofile der cinzelnen Phasen

AF =034, AFF - 0,1175 4,

[N — 3 - 42_
(45) ’/]1 o /SA_’
u;, 27y 7\’ 7\"
= =—|1—-1{-+ - =1,2
e Lt ) B 3
bei g — 2 wnd 70 = 5
wobel 7 = = und 7)) =- sind.
] L w Uy

Die exakte Beschreibung des Verlaufs der Grenzschicht bei einer Zwei-
phasenstromung wird durch folgende Aspekte beeintrichtigt: Wie aus (44)
und (45) zu ersechen ist, sind alle GroBen bestimmt, bis auf den Wechsel-
wirkungskoeffizient K*. Theoretische und halbempirische Methoden zur Be-
stimmung von K* sind so gut wie gar nicht ausgearbeitet. Man kann sich
zur Zeit bei der Auffindung von K* nur auf experimentelle Befunde stiitzen.
Weiterhin sind wir bei der Lésungsfindung davon ausgegangen, dal} wir die
Losung in der Form 0; = 0, + ¢; suchen, d. h. ¢; soll klein gegeniiber 9, sein,
und alle Glieder zweiter Ordnung beziiglich ¢; werden vernachlissigt. Wie
aus (44) zu ersehen ist, bedeutet diese lineare Niherung, dall (1 — g) klein
sein muB. Demzufolge kénnen wir mit den erhaltenen Ergebnissen nur
solche Zweiphasenstréomungen untersuchen, bei denen sich » und », nur
wenig voneinander unterscheiden. Wenn das nicht der Fall ist, mul man
auf die analytische oder numerische Losung der Gleichung (26) zuriick-
greifen.

Damit wir aber einen Eindruck davon bekommen, wie die Struktur der
Grenzschicht bei einer Zweiphasenstromung geartet ist, betrachten wir mit
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Hilfe der Formeln (44) und (45) ein einfaches Beispiel, das uns natiirlich
nur qualitative Aussagen liefern kann. Es werden folgende Parameter will-
kiirlich vorgegeben:

(46) fi =075 Re, = 5-106 «* — 0,8 K* =40 § = 0,95.

Dabei bewegen wir uns im Rahmen der linearen Niherung, und K* hat un-
gefdhr die GréBenordnung, die die Wechselwirkungskoeffizienten haben, die
fiir gewisse Substanzen experimentell ermittelt wurden [4, 5]. Fiir die Para-
meter (46) sind die Formeln (44) und (45) ausgewertet und die erhaltenen
Ergebnisse in den nachfolgenden Kurvenbildern dargestellt worden. Wie gut
nun die lineare Naherung mit der Wirklichkeit tibereinstimmt, muf3 durch
experimentelle Arbeiten tiberpriift werden.

Aus dem angegebenen qualitativen Beispiel kann man nun folgende SchluB-
folgerungen ziehen:

In unserem Falle sind

fi>fr of <of v <w.

Wie aus den Grafiken zu ersehen ist, sind dann fiir einen bestimmten Quer-
schnitt &
Ay < Ay < 4y

) <) <l <2,
fiir £ = 0,2 und ein bestimmtes 7

Ps <@ <@L <@g,

und fiir ein festes # fallt ¢, mit wachsendem & ab.

Hieraus folgt:

Wird die Platte nur von der ersten Phase umstromt, dann ist die so auf-
tretende Grenzschichtdicke 4, kleiner als die Grenzschichtdicke der ersten
Phase 4, in einem Zweiphasenmedium, in dem die zweite die zihere Phase
und in einer geringeren Konzentration vorhanden ist. In diesem Fall ist
aber A, < 4,. Fiir die Wandschubspannungen gilt umgekehrt z{}) < z{{, aber
auch hier ist 7{) <z, Interessant ist hier noch, daB die Werte fiir die
Wandschubspannung des Gemisches 7!©) zwischen den Werten von z{!) und
7% liegen und auBerdem #¥ < #(© ist. Fiir die Geschwindigkeitsprofile liegt
die Geschwindigkeit des Gemisches ¢, ebenfalls zwischen ¢; und ¢,, aber es
gilt, im Vergleich zu den Wandschubspannungen, die umgekehrte Un-
gleichung.

Allgemein ist zu sagen, daB die Kurven fiir 4,, ¥, ¢, qualitativ genauso
verlaufen wie fiir homogene Medien.
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Zur Interpretation der TREDER schen Tetradentheorie
der Gravitation

Abstract
If one describes the gravitational field by 16 ‘“‘quantities’ hAI 4 =0 ... 3
k =0,...,3) and determines these ]zAk~ as solution of a system of differential

equations, one will say gravitation designs a certain frame of reference [1] and
breaks down the general principle of relativity.!)

We are going to express in a little more extensive form what that proposition
means and what is going to achieve by the determination of a frame of reference.

Wir gehen vom gravitationsfreien MiNkKowsKI-Raum aus. Die Standard-
koordinaten bezeichnen wir mit x*. Zu diesen Koordinaten gehéren die

. 0 . .
natiirliche Basis ¢, = 5 ind die dazu duale Basis ¢® = dx*. Gehen wir
X

von den Koordinaten * zu den Koordinaten x* iiber, dann gehért zu diesen

. . . . 7 .
Koordinaten die natirliche Basis e = ﬁund die dazu duale Basis
X'

¢k = dx*. Es gelten die Beziehungen

. oxk oxt _
1 er= — €, € = ¢k,
(1) P ek R ot

. oxt _ oxk
2 - = ——e,, e = ¢
@ Y ox*

!) Eine andere Darstellung iiber die Brechung des allgemeinen Relativitdtsprinzips
in einer derartigen Gravitationstheorie ist auch in [2] gegeben worden.
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